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Chuong 1

Gidi thieu

Lap trinh thi dau (Competitive Programming) két hop hai chu dé: (1) thiét ké
thuat toan (design of algorithms) va (2) cai dat thuat toan (implementation
of algorithms).

Thiét ké thuat toan (design of algorithms) bao gdm giai quyét bai
toan va tu duy toan hoc. Can c6 kj ning phan tich bai toan va giai ching
mot cach sang tao. Mot thuat toan dé giai mot bai toan phai vita dung viia
hiéu qua, va cbt 16i ctia bai toan thuong 1a nghi ra mot thuat toan hiéu qua.

Kién thiec ly thuyét vé thuat todn rat quan trong d6i véi ngusi 1ap trinh
thi dau. Thong thudng, 16i gidi cho mot bai toan 1a su két hdp gitta cac ky
thuat quen thudc va nhitng quan sat méi. Cac kj thuat xuat hién trong lap
trinh thi d4u ciing tao thanh nén tang cho nghién ciu khoa hoc vé thuat
toan.

Cai dat thuat toan (implementation of algorithms) doi hoi kj nang
lap trinh t6t. Trong lap trinh thi dau, 18i gidi dudec chdm bing cach kiém
thi mot thuat toan da cai dat trén mot tap cac bo test. Vi vay, y tuéng ctaa
thuat toan ding la chua da; phan cai dit cling phai dung.

Phong cach viét ma tét trong cdc ky thi 1a truc tiép va ngin gon. Chuong
trinh can dudc viét nhanh, vi thoi gian khong nhiéu. Khac véi kj nghé phan
mém truyén théng, cac chuong trinh thuosng ngin (thuong nhiéu nhat chi
vai tram dong ma), va khong can dudc bao tri sau cude thi.

1.1 Ngoén ngiwr 1ap trinh

Hién nay, cac ngdén ngit lap trinh phd bién nhat dugc dung trong céc cudc thi
12 C++, Python va Java. Vi du, trong Google Code Jam 2017, trong s6 3,000
thi sinh t6t nhat, 79 % dung C++, 16 % dung Python va 8 % dung Java [29].
Mot s6 thi sinh ciing dung nhiéu ngén ngi.

Nhiéu ngudi cho ring C++ 1a lua chon t6t nhat cho moét 1ap trinh vién
thi dau, va C++ hau nhu ludn cé miét trong cac hé théng thi. Loi ich cta viéc
dung C++ la day 1a mot ngoén ngit rat hiéu qua va thu vién chuin ctia né
chita mot tap 16n cac cau tric dit liéu va thuat toan.

Mt khéc, viéc thanh thao nhidu ngén ngit va hiéu diém manh ctia ching



cling rat hitu ich. Vi du, néu bai toan can sé nguyén 16n, Python c6 thé 1a
mot lua chon t6t, vi né c6 sén cac phép toan dé tinh toan véi s6 nguyén lén.
Du1 vay, hau hét bai toan trong céc cudc thi 1ap trinh dude dit ra sao cho viée
diung mét ngdén ngit 1ap trinh cu thé khéong tao ra 10i thé khong céng bing.

Tat ca chuong trinh vi du trong cudn sach nay dudc viét bing C++, va
cac cau truc dit liéu cung thuat toan ctia thu vién chuén thudng xuyén dude
st dung. Céc chuong trinh tuan theo chuan C++11, chuin nay hién c6 thé
dung trong hau hét c4c cudc thi. Néu ban chua biét 1ap trinh bing C++, bay
gio 1a thoi diém t6t dé bt dau hoc.

Mau ma C++

Mot mau ma C++ dién hinh cho 1ap trinh thi dau c6 dang nhu sau:

#include <bits/stde++.h>
using namespace std;

int main() {
// solution comes here
}

Dong #include 8 dadu ma la mét tinh ning ciia trinh bién dich g++ cho
phép chiing ta dua vao toan bd thu vién chuin. Vi vay, khong can dua riéng
cac thu vién nhu iostream, vector va algorithm; thay vao dé, ching sé tu dong
sén dung.

Dong using khai b4o réing céc 16p va ham ciia thu vién chuén cé thé dudc
dung truc tiép trong ma. Néu khéong c6 dong using, chdng han ta sé phai viét
std::cout, nhung gid chi can viét cout.

M3 c6 thé dudce bién dich bing 1énh sau:

g++ -std=c++11 -O2 -Wall test.cpp -o test

Lénh nay tao ra mot tép nhi phan test tif ma nguén test.cpp. Trinh bién
dich tuan theo chuin C++11 (-std=c++11), tdi uu ma (-O2) va hién thi canh
bao vé céc 16i c6 thé xay ra (-Wall).

1.2 Nhap va xuat

Trong hau hét cac cudc thi, cac ludng chudn ducc dung dé doc input va ghi
output. Trong C++, cac ludng chudn 1a cin cho input va cout cho output.
Ngoai ra, cac ham C scanf va printf cling cé thé dudc dung.

Input ctia chuong trinh thudng gom céc s6 va chudi dude phan tach bang
diu cach va ky tu xudéng dong. Ching c6 thé dudc doc tit ludng cin nhu sau:

int a, b;



string x;
cin >>a >>b >> x;

Kiéu ma nay luon hoat dong, mién 1a gitta mdi phan ti trong input c6 it
nhat mot d4u cach hoic ky tu xudng dong. Vi du, doan ma trén c6 thé doc

ca hai input sau:

123 456 monkey

123 456
monkey

Ludng cout dudc dung dé ghi output nhu sau:

int a = 123, b = 456;
string x = "monkey”;
cout << a<<”77<<hb << <<x << N\

Nhap va xuét doi khi 1a nit thit c6 chai cia chuong trinh. Céc dong sau

4 dau ma lam cho nhap va xuat hiéu qua hon:

ios ::sync_ with_ stdio(0);
cin. tie (0);
Luu y rang ky tu xuéng dong "\n” chay nhanh hon endl, vi endl luén gay

ra mot thao tac flush.
Céac ham C scanf va printf 12 mét lua chon thay thé cho cac ludng chuin
cia C++. Ching thuong nhanh hon mét chit, nhung ctiing khé dung hon.

Doan ma sau doc hai s6 nguyén tit input:

int a, b;
scanf("%d %d”, &a, &b);

Doan m4 sau in hai s6 nguyén:

int a = 123, b = 456;
printf ("%d %d\n”, a, b);
Doi khi chuong trinh can doc cad mot dong ti input, c6 thé chita dau cach
Viéc nay c6 thé dude thuc hién bing cach dung ham getline:

string s;
getline (cin, s);

Néu lugng dit liéu khong biét truée, vong 1dp sau rat hitu ich:

while (cin >> x) {
// code

}




Vong ldp nay doc 1an ludt cac phan ti tir input, cho dén khi khéong con dit
liéu nao trong input.

Trong mot sd hé thong thi, cac tép dudc dung cho input va output. Mot
cach don gian dé xi 1y 1a viét ma nhu binh thuong bing c4c ludng chuin,
nhung thém cac dong sau vao dau ma:

freopen(”input.txt”, "r”, stdin);
freopen(”output.txt”, "w”, stdout);

Sau do6, chuong trinh doc input tit tép “input.txt” va ghi output ra tép
“output.txt”.

1.3 Lam viéc vdi so

S6 nguyén

Kiéu s6 nguyén dugc dung nhidu nhat trong 1ap trinh thi diu 12 int, mot kiéu
32 bit v6i mién gia tri —23'...2% — 1 hay xap xi —2-10°...2-10°. Néu kiéu int
khong dt, c6 thé dung kiéu 64 bit long long. N6 ¢6 mién gid tri —203...263 —1
hay xap xi —9-10'®...9-10'.

Doan ma sau dinh nghia mot bién long long:

long long x = 123456789123456789LL;

Hau t6 LL c6 nghia 1a kiéu ciia s6 1a long long.
Mot 15i phé bién khi dung kiéu long long 14 kiéu int van con dudc ding &
dau dé6 trong ma. Vi du, doan ma sau chita mot 16i khé nhéan ra:

int a = 123456789;
long long b = a*a;
cout << b << "\n”; // -1757895751

D1 bién b ¢6 kiéu long long, ca hai s6 trong biéu thiic a*a déu cé kiéu int
va két qua ciing c6 kiéu int. Vi vay, bién b sé chita moét két qua sai. C6 thé
giai quyét van dé bing cach déi kiéu ciia a thanh long long hodc déi biéu thic
thanh (long long)a*a.

Thong thuong, cic bai toan thi dude dit sao cho kiéu long long 14 du.
Du vay, ciing nén biét ring trinh bién dich g++ con cung cap kiéu 128 bit
_int128 t v6i mién gid tri —2'27...2'2" — 1 hay xap xi —10%...10%. Tuy
nhién, kiéu nay khéng c6 trong moi hé théng thi.

S6 hoc modulo (Modular arithmetic)

Ta ky hiéu « mod m 14 phan du khi 2 dude chia cho m. Vi du, 17 mod 5 = 2,
vil7T=3-5+2.

Doi khi d4p 4n cia mot bai toan 1a mét s6 rat 16n nhung chi can in né
"modulo m”, tic 14 phan du khi d4p 4n dudc chia cho m (vi du, “modulo



109 + 77). Y tuéng 1a du d4p 4n that su rit 16n, ta van chi cAn dung céc kidu
int va long long.

Mot tinh chat quan trong ctia phan du 14 trong phép cong, phép trit va
phép nhan, c6 thé 1y phan du truéc khi thuc hién phép toan:

(a +b) modm = (amodm+ bmodm)modm
(a—b)modm = (amodm —bmodm)modm
(a-b)modm = (amodm-bmodm)modm

Vi vay, ta c6 thé 1ay phan du sau méi phép toan va cac s6 sé khong bao
gio tré nén qua lén.
Vi du, doan ma sau tinh n!, giai thuta ctia n, modulo m:

long long x = 1;

for (int 1 =2;1 <=n;i++) {
x = (x*)%m;

}

cout << x%m << "\n”;

Thong thudng ta mudn phan du luén nim trong khoang 0...m — 1. Tuy
nhién, trong C++ va cac ngdn ngit khac, phan du ciia mot sd am c6 thé bing
khong hodc am. Mot cach don gian dé bao dam khéong c6 phan du am 1a
trude hét tinh phan du nhu binh thudng réi cong thém m néu két qua am:

x = x%m;
if (x <0)x+=my

Tuy nhién, diéu nay chi can thiét khi trong ma c6 phép trit va phan du cé
thé tré thanh am.

S6 thuc dau phay dong

Céc kiéu s6 thuc dau phiy dong thuong dung trong lap trinh thi dau la
double 64 bit va, nhu mét phan mé rong trong trinh bién dich g++, long
double 80 bit. Trong hau hét trudng hop, double 1a dd, nhung long double
chinh xac hon.

D6 chinh xac can thiét ctia dap 4n thudng dudc néu trong dé bai. Mot
cach don gian dé in dap 4n 14 dung ham printf va dua s6 chit s6 thap phan
vao chudi dinh dang. Vi du, doan ma sau in gia tri ctia z véi 9 chit s6 thap
phéan:

printf ("70.9f\n", x);

Mot khé khan khi dung s6 thuc dau phay dong 14 mot s6 sd khong thé
dudc biéu dién chinh xac duéi dang s6 thuc ddu phay dong, va sé cé sai s6
lam tron. Vi du, két qua ctia doan ma sau kha bat ngd:

double x = 0.3*34-0.1;
printf ("%.20f\n”, x); // 0.99999999999999988898
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Do sai s6 lam tron, gia tri ctia x nhé hon 1 mét chut, trong khi gia tri
ding phai la 1.

So sanh cac s6 thuc ddu phiy dong bing toan ti == 1a rai ro, vi c6 thé
cac gia tri dang 18 bing nhau nhung lai khéng bing do sai s6 d6 chinh xAc.
Céch t6t hon dé so sanh s6 thuc dau phiy dong 14 gia st hai s6 bing nhau
néu hiéu gitta ching nhé hon ¢, trong d6 ¢ 1a mot sé6 nhé.

Trong thuc té, c6 thé so sanh cac s6 nhu sau (¢ = 107°):

if (abs(a-b) < 1e-9) {
// a and b are equal
}

Luu y ring tuy sé thuc dau phay dong khong chinh xac, cdc s6 nguyén
dén mot gidi han nhat dinh vaAn c6 thé dugc biéu dién chinh x4ac. Vi du, khi
dung double, c6 thé biéu dién chinh x4c moi s6 nguyén cé gia tri tuyét doi
khoéng vudt qua 2°3.

1.4 Rut gon ma

M3 ngén 1a Iy tuéng trong lap trinh thi dau, vi chuong trinh can dudc viét
nhanh nhat c6 thé. Vi vy, cac 1ap trinh vién thi ddu thuong dinh nghia tén
ngin hon cho kiéu dit liéu va céc phan khéc cia ma.

Tén kiéu

Dung 1énh typedef c6 thé dit mot tén ngdn hon cho mot kiéu dit liéu. Vi du,
tén long long kha dai, nén ta cé thé dinh nghia tén ngén hon 1I:

typedef long long 11 ;

Sau do6, doan ma

long long a = 123456789;
long long b = 987654321,
cout << a*b << "\n’;

c6 thé dudc rit gon nhu sau:

1l a = 123456789;
Il b = 987654321
cout << a*b << "\n”;

Lénh typedef ciing c6 thé duge dung véi cac kiéu phic tap hon. Vi du,
doan ma sau dit tén vi cho mot vector cac sé nguyén va tén pi cho mot pair
chita hai s6 nguyén.



typedef vector<int> vi;
typedef pair<int,int> pi;

Macro

Mot cach khac dé riat gon ma la dinh nghia macro (macros). Macro c6
nghia 14 mot s6 chudi nhat dinh trong ma sé dugc thay déi truée khi bién

dich. Trong C++, macro dudc dinh nghia bing tit khéa #define.
Vi du, ta c6 thé dinh nghia c4c macro sau:

#define F first

#define S second
#define PB push__back
#define MP make_ pair

Sau do6, doan ma

v.push__back(make_ pair(y1,x1));
v.push__back(make_ pair(y2,x2));
int d = v[i]. first +v[i]. second;

¢6 thé dugc riat gon nhu sau:

v.PB(MP(y1,x1));
v.PB(MP(y2,x2));
int d = v[i]. F+v][i].S;

~ e R 2 A N 2 2 R » N o N 2 R
Macro ciing c6 thé c6 tham s6, nhd doé cé6 thé rit gon vong lap va cac cau

tric khéc. Vi duy, ta c6 thé dinh nghia macro sau:

#define REP(i,a,b) for (int i =a; i <= b;it++)

Sau do6, doan ma

for (int i =1;1 <=n;i++) {
search(i);
}

¢6 thé dugc rit gon nhu sau:

REP(i,1,n) {
search(i);
}

Doi khi macro gay ra 13i c6 thé khé phat hién. Vi du, xét macro sau tinh

binh phuong ctia mot sb:

’ #define SQ(a) a*a



L I

Macro nay khoéng phai lic nao ciing hoat dong nhu mong dgi. Vi du, doan
ma

cout << SQ(3+43) << "\n”;

tuong ung véi doan ma

cout << 3+3*3+3 << "\n”; // 15

Mot phién ban t6t hon ciia macro la:

#define SQ(a) (a)*(a)

Bay gio doan ma

cout << SQ(3+43) << "\n”;

tuong ung véi doan ma

cout << (3+3)*(3+3) << "\n™; // 36

1.5 Toan hoc

Toan hoc déng vai trdé quan trong trong lap trinh thi dau, va khong thé tré
thanh mot 1ap trinh vién thi dau thanh cong néu khong cé kj néng toan hoc
t6t. Phan nay thao luan mét s6 khai niém va cong thic toan hoc quan trong
can dung 6 ciac phan sau ctia cudn sach.

Céng thirc tong

M&i téng c6 dang

S oakb=1b g2k 3h gk

=1
trong d6 k 14 mot sé nguyén duong, c6 mot cong thiic déng 1a mot da thic
bac k + 1. Vi dy]

n

Zx:1+2+3+...+n:

r=1

n(n+1)
2

- 1)(2n+1
Zx2:12+22+32+...+n2:n(n+ )6(n+ ).

r=1

I Tham chi con c6 mot cong thic tdng quat cho cac tdng nhu vay, goi 1a cong thic
Faulhaber (Faulhaber’s formula), nhung né qué phtc tap dé trinh bay & day.
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ng (arithmetic progresswn) 13 mot day s6 ma hiéu gitia

CAp sb con
lién t 'é bat ky 1a hing s6. Vi du,

hai s
3,7,11,15
IEE mot cAp sb cong véi cong sai 4. Téng ctia mot cap sd cong c6 thé dugc tinh
bang cong thic
a+---+b= M

—_———
n sb
udi cung va n 1a sb luong sé. Vi du

z
R

trong d6 a 14 s6 dau tién, b 14 s6 cu
4-(3+15
3+7+11+15=%:36.

Céng thic dua trén thuc té ring tong gdm n sb va gia tri trung binh ciia mdi

s61a (a +b)/2.

hai s6 lién tiép bat ky 1a hing s6. Vi du
3,6,12,24

Cap s0 nhan (geometric progression) la mot day cac so ma ti so gita

14 mot cap s6 nhan véi cong boi 2. Téng ctia mdt cAp sd nhan c6 thé dude

bk — a
4=
+ k—1

tinh biing cong thic
a+ ak + ak? +

trong d6 a 12 s6 dau tién, b 1a s6 cudi cung va ti s6 gitta hai s6 lién tiép 1a k
Vi du,
242 —
3+6+12+24 = 2—13 = 45.

Coéng thic nay c6 thé dude suy ra nhu sau. Dit
S=a+ak+ak®+---+b.

Nhan hai vé véi k, ta dudc
kS = ak + ak® + ak® + - - - + bk,

va giai phuong trinh
kS —S=0bk—a

sé thu dudc cong thic.
Mot trudng hop dic biét ctia tdng cip s6 nhan 14 cong thic
+2mt=2" — 1.

1+42+4+8+...
Téng diéu hoa (harmonic sum) 13 téng c6 dang
r 2 3 T on

11



Mot can trén cho téng didu hoa 1a log,(n) + 1. Cu thé, ta cé thé thay ddi
mbi hang ti 1/k sao cho k tré thanh liy thita ctia hai gan nhat khong vuot
qué k. Vi du, khi n = 6, ta c6 thé uéc lugng téng nhu sau:

QI DI U S S S
2 3 4 5 6 2 2 4 4 4
Can trén nay gom log,(n) + 1 phan (1, 2-1/2, 4 - 1/4, v.v.), va gi4 tri cia mi
phan nhiéu nhét 1a 1.

Ly thuyét tap hgp (Set theory)
Tap hop (set) 1a mot tap cac phan ti. Vi du, tap
X ={2,4,7}

chiia cic phan ti 2, 4 va 7. Ky hiéu () biéu dién tap réng, va |S| biéu dién
kich thuéc ctia mét tap S, tic 1a sé6 phan ti trong tap. Vi du, trong tap trén,
X| = 3.

Néu mot tap S chita mot phan ti z, ta viét z € S, va ngudc lai ta viét
x ¢ S.Viduy, trong tap trén

1eX va 5¢X.
Céc tap méi c6 thé dude xay dung bing cac phép toan trén tap hop:

* Giao (intersection) AN B gom c4c phan t& ndm trong cad A va B. Vi
du,néu A = {1,2,5} va B = {2,4}, thi AN B = {2}.

e Hop (union) A U B gom céc phan ti ndm trong A hodc B ho#c ca hai.
Vidu,néu A= {3,7} va B ={2,3,8},thi AUB = {2,3,7,8}.

* Phan bu (complement) A gdm cac phan ti khong nim trong A. Cach
hiéu phan bu phu thudc vao tap vii tru (universal set), 1a tap chia
moi phan ti c¢6 thé xét. Vi du, néu A = {1,2,5,7} va tap vii tru la
{1,2,...,10}, thi A = {3,4,6,8,9,10}.

* Hiéu (difference) A\ B = AN B gom c4c phan ti ndm trong A nhung
khong nim trong B. Luu ¥y rang B c6 thé chia c4c phan t khong ndim
trong A. Vidy, néu A = {2,3,7,8} va B = {3,5,8}, thi A\ B = {2,7}.

Néu mbi phan t ctia A cling thudc vé S, ta néi ring A 14 mot tap con
(subset) cia S, ky hiéula A ¢ S. Mot tap S luén c6 2/°! tap con, bao gom ca
tap rong. Vi du, cdc tap con cua tap {2,4,7} la

0, {2}, {4}, {7}, {2,4}, {2,7}, {4,7} va {2,4,7}.

Mot s6 tap thuong dung la N (s tu nhién), Z (s6 nguyén), Q (sd hitu ti)
va R (s6 thuc). Tap N ¢6 thé dugc dinh nghia theo hai cach, tiy tinh huéng:
hodac N =1{0,1,2,...} hodc N ={1,2,3,...}.

12



Ta ciing c6 thé xay dung mot tap bing mot quy tic c6 dang

{f(n):n e S},

trong d6 f(n) 1a mot ham nao d6. Tap nay chia moi phan ti& ¢6 dang f(n),
trong d6 n 1a mot phan ti trong S. Vi du, tap

X={2n:nelZ}

chita tat ca sé nguyén chén.

Logic

Gia tri cia mot bidu thic logic 13 ding (true) (1) hoic sai (false) (0).
Céc toan tit logic quan trong nhat 1a - (phu dinh (negation)), A (hdi
(conjunction)), V (tuyén (disjunction)), = (kéo theo (implication)) va
& (tudng ducng (equivalence)). Bang sau cho biét y nghia ctia céc toan
t nay:

A B|-A -B ANB AVvB A=DB A&B
0 O 1 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1 1 1

Biéu thiic ~A c6 gia tri d6i ngudc véi A. Bidu thic A A B ding néu ca
A va B déu dung, va biéu thic A v B ding néu A hoidc B ho#c ca hai déu
ding. Biéu thic A = B dting néu mdi khi A ding thi B ciing ding. Biéu
thic A & B ding néu A va B cung ding hoic cung sai.

Vi tit (predicate) 14 mot biéu thiic ding hodc sai tiy thudc vao cac tham
s6 ctia né. Vi tit thuong dude ky hiéu bang chit cai in hoa. Vi du, ta c6 thé
dinh nghia vi tit P(z) dung khi va chi khi z 12 mét s6 nguyén t6. Theo dinh
nghia nay, P(7) dang nhung P(8) sai.

Ludng ti (quantifier) két n6éi mot biéu thic logic véi cac phan ti cta
mot tap. Cac ludng tit quan trong nhat 1a V (véi moi (for all)) va 3 (t6n tai
(there is)). Vi du,

Va(Jy(y < z))

c6 nghia 1a v6i mdi phan t z trong tap, ton tai mot phan ti y trong tap sao
cho y nho hon z. Diéu nay ding trong tap s6 nguyén, nhung sai trong tap sb6
tu nhién.

Dung ky hiéu da md ta & trén, ta c6 thé biéu dién nhiéu loai ménh dé
logic. Vi du,

Ve((z > 1A =P(x)) = (Fa(Fb(a > 1Ab > 1Az =ab))))

c6 nghia 14 néu mét s6 = 16n hon 1 va khong phai sé nguyén té, thi ton tai
cac s6 a va b 16n hon 1 va c6 tich bing z. Ménh dé nay dung trong tap sb
nguyeén.
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Ham

Ham |z | lam tron s6 = xuéng mot s6 nguyén, va ham [z] 1am tron s6 x 1én
mot s0 nguyén. Vi du,

13/2) =1 va [3/2] =2.

Cé4c ham min(zy, o, . .., 2,) VA max(xy, 29, . .., x,) cho gia tri nhd nhat va
16n nhat trong cac gia tri z1, zs,...,x,. Vidu,

min(1,2,3) =1 va max(l,2,3)=3.

Giai thiura (factorial) n! c6 thé dudce dinh nghia 1a

n

r=1
hoac dé quy la
o =1
nl = n-(n—1)

S6 Fibonacci (Fibonacci numbers) xuit hién trong nhidu tinh hudng.
Ching c6 thé dude dinh nghia dé quy nhu sau:

1) = 0
(1) =1
f(n) = fn—1)+ f(n-2)

Cac s6 Fibonacci dau tién 1a
0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34,55, ...

Ciing c6 mot cong thic déng dé tinh sé Fibonacci, d6i khi dudc goi 1a cong
thuc Binet (Binet’s formula):

(VB - (1= VB

flm) = R

Logarit

Logarit (logarithm) ctia mot s6 = duge ky hiéu 1a log, (z), trong d6 k 1a co
s6 ctia logarit. Theo dinh nghia, log, (r) = a ding khi va chi khi k* = .

Mot tinh chat hitu ich ciia logarit 1a log, (z) béng s6 1an ta phai chia
cho k trudc khi dat t6i s6 1. Vi du, log,(32) = 5 vi can 5 1an chia cho 2:

32—>16—-8—>4—-2—>1

Logarit thudng dudc dung trong phan tich thuat toan, vi nhidu thuat
toan hiéu qua chia déi mot thi gi d6 8 mdi bude. Do d6, ta c6 thé udc luong
do hiéu qua cta cac thuat toan nhu vay bang logarit.
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Logarit ciia mot tich la

log,(ab) = logy,(a) + log,(b),
va do do,
logy(z") = n - logy(z).
Ngoai ra, logarit ctia mét thuong la
a
log,. () = logy(a) — log, ().
Mot cong thic hitu ich khac 1a

_ logy(z)
logu(x) - logk(u)’

va nho d6, c6 thé tinh logarit véi bat ky co sd nao néu cé cach tinh logarit
véi mot co s6 cb dinh nao dé.

Logarit ty nhién (natural logarithm) In(z) ctia mot s6 = 1a logarit
c6 co s e ~ 2.71828. Mot tinh chat khac ctia logarit 1a s6 chit s6 ctia mét s6
nguyén z trong co s6 b 1a [log,(z) + 1|. Vi du, biéu dién ctia 123 trong co s6 2
1a 1111011 va |log,(123) + 1] = 7.

1.6 Cudc thi va tai nguyén

101

International Olympiad in Informatics (IOI) 12 mét cudc thi 1ap trinh hing
nim danh cho hoc sinh trung hoc. Mdi quéc gia dudc phép giti mot doi gdom
bén hoc sinh dén cudc thi. Thudng c6 khoang 300 thi sinh tit 80 qubc gia.

I0I gom hai cudc thi, mdi cudc kéo dai ndm gid. Trong ca hai cudc thi, thi
sinh dudc yéu cau giai ba bai toan thuat toan véi do khé khac nhau. Cac bai
toan dudc chia thanh cac subtasks, mdi subtask c6 mot s6 diém dudc gan.
Du céc thi sinh dudc chia theo doi, ho thi dau véi tu cach c4 nhan.

Dé cuong I0I [41] quy dinh céc chi dé c6 thé xuat hién trong bai IOI.
Hau nhu tat ca cha dé trong dé cuong I0I déu dude cudén sach nay bao quét.

Thi sinh du IOI dudc chon thong qua cac cudc thi qudc gia. Trude 101,
nhidu cudc thi khu vuc dude té chiic, nhu Baltic Olympiad in Informatics
(BOI), Central European Olympiad in Informatics (CEOI) va Asia-Pacific
Informatics Olympiad (APIO).

Mot s6 qudc gia t6 chiic cac cudc thi luyén tap truc tuyén cho thi sinh
I0I tuong lai, nhu Croatian Open Competition in Informatics [11] va USA
Computing Olympiad [68]. Ngoai ra, mot bd suu tap 16n cac bai toan tir cac
cudc thi Ba Lan ciing c6 sén truc tuyén [60].
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ICPC

International Collegiate Programming Contest (ICPC) 1a mét cudc thi lap
trinh hing nadm danh cho sinh vién dai hoc. M&i d6i trong cudc thi gdém ba
sinh vién, va khéc véi 101, c4c sinh vién lam viéc cung nhau; mdi d6i chi c6
mot may tinh.

ICPC gom nhiéu vong, va cudi cung nhitng do6i té6t nhat dusc mai dén
World Finals. Du c¢6 hang chuc nghin thi sinh trong cudc thi, chi c6 mot s6
lugng nhé?| suat chung két, vi vay ngay ca viéc lot vao chung két ciing 1a mot
thanh tich 16n 8 mét s6 khu vuec.

Trong mdi cudc thi ICPC, cac déi c6 nam gid dé giai khoang musi bai
toan thuat toan. Ldi giai cho mot bai toan chi dudc chap nhan néu né giai
tat ca bo test mot cach hiéu qua. Trong cudce thi, thi sinh c6 thé xem két
qua ciia cac doi khac, nhung trong gio cudi cung bang diém bi déng bing va
khong thé thay két qua ctia cac 1an ndp cudi.

Céc chii dé c6 thé xuit hién 8 ICPC khong dudc quy dinh rd nhu & IO1.
Du thé nao, rdé rang ICPC doi héi nhiéu kién thic hon, dic biét 1a nhidu k§y
nang toan hoc hon.

Cudc thi truc tuyén

Ciing c6 nhiéu cudc thi truc tuyén mé cho moi ngudi. Hién nay, trang thi
hoat déng s6i ndi nhat 14 Codeforces, té chic céac cudc thi gin nhu hing
tuan. Trong Codeforces, thi sinh dude chia thanh hai division: ngudi méi thi
6 Div2 va lap trinh vién giau kinh nghiém hon ¢ Divl. Cac trang thi khéac
gom AtCoder, CS Academy, HackerRank va Topcoder.

Mot s cong ty td chiic cac cudc thi truc tuyén cé vong chung két onsite.
Vi du vé cac cudc thi nhu vay 1a Facebook Hacker Cup, Google Code Jam va
Yandex.Algorithm. T4t nhién, c4c cong ty ciing dung nhitng cudc thi dé dé
tuyén dung: thi dau t6t trong mot cudc thi 14 mot cach hay dé ching minh
k¥ nang.

Sach

D4a c¢6 mét s6 cudn sach (ngoai cudn sach nay) tap trung vao lap trinh thi
dau va giai quyét bai toan thuat toan:

¢ S.S. Skiena and M. A. Revilla: Programming Challenges: The Programming

Contest Training Manual [59]

* S. Halim and F. Halim: Competitive Programming 3: The New Lower
Bound of Programming Contests [33]

¢ K. Diks et al.: Looking for a Challenge? The Ultimate Problem Set from
the University of Warsaw Programming Competitions [15]]

286 suat vao chung két chinh xac thay d6i theo titng nam; nam 2017 c¢6 133 suét chung
két.
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Hai cuén dau danh cho ngudi méi bat dau, trong khi cudn cudi chita noi
dung nang cao.

TAat nhién, cac sach thuat toan tédng quat ciing phu hdp véi lap trinh vién
thi dau. Mot s6 cudén sach phd bién la:

e T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest and C. Stein: Introduction
to Algorithms [13]]

e J. Kleinberg and E. Tardos: Algorithm Design [45]
* S. S. Skiena: The Algorithm Design Manual [58]
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Chuong 2
Do phuc tap thoi gian

Hiéu qua ciia thuat toan rat quan trong trong lap trinh thi ddu. Thong
thudng, thiét ké mot thuat toan giai dudc bai toAn mot cach cham chap la
viéc kh4 d&, nhung thit thach that su 1a nghi ra mét thuat todn nhanh. Néu
thuat toan qua cham, né sé chi nhan dudc mot phan diém hoic khong cé
diém nao.

Do phuc tap thoi gian (Time Complexity) cia mot thuat toan wée lugng
thuat toan sé dung bao nhiéu thdi gian cho mot dau vao nao d6. Y tudng 1a
biéu dién hiéu qua bing mot ham ma tham s6 1a kich thuée dau vao. Bing
cach tinh do phitc tap thdi gian, ta c6 thé biét thuat toan c6 di nhanh hay
khéng ma chua can cai dit né.

2.1 Quy tac tinh toan

D6 phiic tap thoi gian cia mot thuat toan dude ky hiéu la O(- - - ), trong do
ba ddu chadm biéu dién mot ham nio dé. Thong thuong, bién n biéu dién kich
thude dau vao. Vi du, néu dau vao 14 mot mang cac s, n sé 1a kich thuée
cia mang, con néu dau vao 1a mot xau, n sé 1a do dai ca xau.

Vong lap

Mot Iy do phd bién khién thuat toan cham 14 né chiia nhidu vong lap duyét
qua dau vao. Thuat toan cang cé nhiéu vong 14p 16ng nhau thi cang cham.
Néu c6 k vong ldp 1ong nhau, dé phic tap thoi gian 1a O(n*).

Vi dy, do phic tap thdi gian ctia doan méa sau la O(n):

for (int i =1;i <=n;it++) {
// code
}

Con d6 phtc tap thoi gian ctia doan ma sau 1a O(n?):

for (int i =1;i <=n;it++) {
for (int j =1;j <=n;j++) {
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// code

Bac d6 16n

Do phtc tap thdi gian khong cho ta biét chinh x4c doan ma bén trong vong
14p dudc thuc thi bao nhiéu 1an, ma chi cho biét bac do 16n. Trong cac vi du
sau, doan ma bén trong vong lip dudc thuc thi 3n, n + 5 va [n/2] 1an, nhung
d6 phuc tap thai gian ctia méi doan ma déu 1a O(n).

for (int i =1;1 <= 3*n; i++) {
// code
}

for (int i =1;1 <= n+5; i++) {
// code
}

for (int i =1;1 <=n;i+=2){

// code
}

Mot vi du khéc, do phitc tap thoi gian cia doan ma sau la O(n?):

for (int i =1;1 <=n;i++) {
for (int j =i+1;j <=n; j++) {
// code
}

}

Cac pha

Néu thuat todn gom nhiédu pha lién tiép, d6 phic tap thoi gian tong thé 1a
do phic tap 16n nhat ctia mot pha. Ly do 1a pha cham nhéat thudng 1a nit
thit ctia chuong trinh.

Vi du, doan ma sau gom ba pha c6 d6 phtc tap thsi gian O(n), O(n?) va
O(n). Vi vay, do phiic tap thdi gian tong thé 1a O(n?).

for (int i =1; 1 <=n;i++) {
// code
}

for (int 1 =1;1 <=n;i++) {
for (int j =1;j <=n;j++) {
// code
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}
}
for (int i =1;1 <=n;i++) {
} // code

Nhiéu bién

Doi khi do phtc tap thoi gian phu thudc vao nhidu yéu t6. Trong trusng hop
nay, cong thiic do phic tap thoi gian chia nhiéu bién.
Vi du, do phic tap thoi gian cia doan ma sau la O(nm):

for (int i =1;1 <=n;i++) {
for (int j =1;j <=m; j++) {
// code
}

bé quy

Do phtc tap thoi gian ctia mot ham dé quy phu thudc vao s6 1an ham dudc
goi va do phtc tap thdi gian ciia mét 1an goi. D6 phtc tap thdi gian téng
cong la tich cda hai gia tri nay.

Vi du, xét ham sau:

void f(int n) {
if (n == 1) return;
f(n-1);

}

Loi goi f(n) gy ra n 13i goi ham, va d6 phiic tap thdi gian ctia méi 16i goi 1a
O(1). Vi vay, do phtc tap thoi gian téng cong 1a O(n).
Mot vi du khéac, xét ham sau:

void g(int n) {
if (n==1) return;
g(n-1);
g(n-1);

}

Trong truong hop nay, mdi 18i goi ham sinh ra hai 18i goi khac, trit khi n = 1.
Hay xem diéu gi xay ra khi g dudc goi véi tham s6 n. Bang sau cho thay cac
13i goi ham dudc tao ra bsi mot 18i goi duy nhat nay:

21



18i goi ham s6 18i goi

g(n) 1
gln—1) 2
g(n—2) 4

oy 2

Dua trén diéu nay, d6 phic tap thoi gian la

142444 +2"1=2"—1=0(2").

2.2 Ldép do phic tap

Danh sach sau chiia cac d6 phtic tap thoi gian phd bién ciia thuat toan:

O(1) Thoi gian chay ctia mot thuat toan hiing s6 khong phu thudc vao kich
thuéc dau vao. Mot thuat toan thdi gian hiing s6 dién hinh 14 mot cong
thic truc tiép tinh ra dap an.

O(logn) Mot thuat toan logarithmic thudng chia doi kich thuée dau vao &
moi bude. Thoi gian chay cta thuat toan nhu vay c6 dang logarithmic,
vi log, n bing s6 1an can chia n cho 2 dé nhan dugc 1.

O(y/n) Mot thuat toan can bac hai chim hon O(log n) nhung nhanh hon
O(n). Mat tinh chat d#c biét ctia can bac hai la /n = n/\/n, nén cin
bac hai \/n ndm, theo moét nghia nao d6, & gitta dau vao.

O(n) Mét thuat toan tuyén tinh duyét qua dau vao mét s6 1an hing s6. Day
thudng 1a do phic tap thoi gian tot nhat c6 thé, vi thuong can truy cap
mdi phan ti& dau vao it nhat mot 1an truée khi dua ra dap an.

O(nlogn) Do phiic tap thai gian nay thuong cho thiy thuat toan sip xép
dau vao, vi 6 phic tap thoi gian ctia cac thuat toan sip xép hiéu qua
12 O(nlogn). Mot kha niing khac 1a thuat toan dung mét cau tric di
liéu ma mdi thao tac mat O(logn) thoi gian.

O(n?) Mot thuat toan bae hai thuong chia hai vong l1ip 16ng nhau. Ta c6
thé duyét qua moi cip phan ti cia dau vao trong O(n?) thoi gian.

O(n®) Mbt thuat toan bac ba thudng chiia ba vong 14p 16ng nhau. Ta c6 thé
duyét qua moi bd ba phan tit ctia dau vao trong O(n?) thai gian.

O(2") D6 phiic tap thoi gian nay thudng cho thay thuat toan duyét qua tat
ca tap con cia cac phan tit dau vao. Vi du, céc tap con cta {1,2,3} 1a 0,

{1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} va {1,2,3}.

O(n!) Do phic tap thoi gian nay thudng cho thiy thuat todn duyét qua tat
c& hoan vi cta cac phan ti dau vao. Vi du, cdc hodn vi ctaa {1,2,3} 1a
(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) va (3,2, 1).
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Mot thuat toan 1a da thie néu do phic tap thdi gian ciia né nhidu nhat
12 O(n*), trong d6 k 1a mot hing s6. TAt ca cac do phic tap thsi gian 6 trén,
ngoai trit O(2") va O(n!), déu la da thic. Trong thuec té, hing s6 k£ thudng
nhé, va vi thé do phiic tap thoi gian da thiic thudng c6 nghia 1a thuat toan
hiéu qud.

Phan 16n thuat toan trong sach nay 1a da thic. Du vay, c6 nhiéu bai toan
quan trong ma hién chua biét thuat toan da thic nao, tic 1a chua ai biét
cach giai ching hiéu qua. Cac bai toan NP-hard 1a mét tip quan trong cac
bai todn ma chua biét thuat toan da thiic nad

2.3 Uéc luong hiéu qua

Biing cach tinh d6 phtc tap thoi gian cia moét thuat toan, ta cé6 thé kiém tra,
trude khi cai dit thuat toan, ring né cé da hiéu qua cho bai toan hay khong.
Diém xuét phat cho cac uéc lugng 1a thuc té ring mot may tinh hién dai cé
thé thuc hién vai tram triéu phép toan trong mot giay.

Vi du, gia st gidi han thoi gian cia mot bai toan 1a mot giay va kich thude
dau vao la n = 10°. Néu do phic tap thoi gian 1a O(n?), thuat toan sé thuc
hién khoang (10°)2 = 10'° phép toan. Viéc nay sé méat it nhat vai chuc giay,
nén thuat toan cé vé qua cham dé giai bai toan.

Mit khéc, dua trén kich thuée dau vao, ta cé thé thi dodn do phic tap
thoi gian can c6 ctia thuat toan giai bai toan. Bang sau chita mét vai uéc
luong hitu ich khi gia st giéi han thoi gian 1a mot giay.

kich thuéc dau vao do phtc tap thdi gian can c6

n <10 O(n!)

n <20 O(2m)

n < 500 O(n?)

n < 5000 O(n?)

n < 10° O(nlogn) hodc O(n)
n 16n O(1) hodac O(logn)

Vi du, néu kich thuéc dau vao la n = 10°, c6 18 ngudi ra dé ky vong do
phtc tap thoi gian cta thuat toan 1a O(n) hoac O(nlogn). Thong tin nay
gitp viéc thiét ké thuat toan dé hon, vi né loai bd nhitng huéng tiép can dan
téi thuat toan c6 do phtc tap thoi gian té hon.

Du vay, can nhé ring d6 phiic tap thoi gian chi 1a mot wéc lugng vé hiéu
qua, vi né an di cac hé sé hang. Vi du, mét thuat toan chay trong O(n) thoi
gian c6 thé thuc hién n/2 ho#c 5n phép toan. Didu nay anh huéng dang ké
dén thoi gian chay thuc té ctia thuat toan.

IMoét cuén sach kinh dién vé chi d& nay 1a Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness caa M. R. Garey va D. S. Johnson [28].
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2.4 Toéng doan con 16n nhét

Thuong c6 nhidu thuat toan kha di dé giai mot bai toan, va do phic tap thoi
gian ctia ching khac nhau. Muc nay thao luan mét bai toan kinh dién cé 16i
giai truc tiép O(n?). Tuy nhién, biing cach thiét ké mot thuat toan tét hon, ta
c6 thé giai bai toan trong O(n?) thoi gian va tham chi trong O(n) thoi gian.

Cho mét mang gdm n s6, nhiém vu cta ta la tinh téng doan con 16n
nhit (Maximum Subarray Sum), ttc 1a téng 16n nhat cé thé ciia mot day
cac gia tri lién tiép trong mén Bai toan thu vi khi mang c6 thé chia céac
gia tri am. Vi du, trong mang

=112 4 |-3|5]2|-5 2

doan con sau tao ra téng 16n nhat 10:

=124 |-3/5|2|-5 2

Ta gia st réing doan con rdng dudc cho phép, nén téng doan con 16n nhat
luén it nhat 14 0.

Thuat toan 1

Mot cach truc tiép dé giai bai toan 1a duyét qua moi doan con c6 thé, tinh
tdng cac gia tri trong mdi doan con va duy tri téng 16n nhat. Poan ma sau
cai dat thuat toan nay:

int best = 0;
for (int a = 0; a < n; a++) {
for (int b =a; b < n; b++) {
int sum = 0;
for (int k = a; k <= b; k++) {
sum += array[k];
¥

best = max(best,sum);
}
}

cout << best << "\n”;

Cac bién a va b c¢6 dinh chi s6 dau va chi s6 cudi cia doan con, va tong
cac gia tri dudc tinh vao bién sum. Bién best chiia téng 16n nhat tim dudc
trong qué trinh tim kiém.

Do phic tap thoi gian ctia thuat toan 1a O(n?), vi né gdbm ba vong lap
16ng nhau duyét qua dau vao.

2Cubn sach Programming Pearls ctia J. Bentley [8] da 1am bai toan nay tré nén néi
tiéng.
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Thuat toan 2

Dé dang 1am Thuat toan 1 hiéu qua hon bang cach loai bé mot vong lip.
Didu nay c6 thé thuc hién bing cach tinh téng ddng thoi khi dau phai caa
doan con di chuyén. Két qua 12 doan ma sau:

int best = 0;
for (int a = 0; a < n; a++) {
int sum = 0;
for (int b =a; b < n; b++) {
sum += array|b];
best = max(best,sum);
}
}

cout << best << "\n”;

Sau thay ddi nay, d6 phic tap thoi gian 1a O(n?).

Thuat toan 3

D4ng ngac nhién 1a c6 thé giai bai toan trong O(n) thsi g"ia nghia la chi
can mot vong l&p. Y tudng 1a tinh, véi mdi vi tri trong mang, téng 16n nhat
ctia mot doan con két thic tai vi tri d6. Sau dé, dap 4n ctia bai toan la gia
tri 16n nhat trong cac téng dé.

Xét bai toan con tim doan con c6 téng 16n nhat két thic tai vi tri k. C6
hai kha nang:

1. Poan con chi chita phan ti 6 vi tri .

2. Doan con gom mot doan con két thuc tai vi tri k — 1, theo sau 1a phan
£ & Vi tri k.

Trong trudng hop sau, vi ta mudén tim mét doan con cé tdng 16n nhéat,
doan con két thuc tai vi tri k£ — 1 ciing phai c6 tdng 16n nhat. Vi vay, ta cé
thé giai bai toan hiéu qua bing cach tinh tong doan con 16n nhat cho ting
vi tri két thic tu trai sang phai.

Poan ma sau cai dat thuat toan:

int best = 0, sum = 0;

for (int k = 0; k < n; k++) {
sum = max(array[k],sum+arrayk]);
best = max(best,sum);

}

cout << best << "\n”;

Thuat toan chi chita mét vong lap duyét qua dau vao, nén do phic tap
thoi gian 1a O(n). Pay ciing 14 d6 phtic tap thoi gian t6t nhat cé thé, vi moi

3Trong [8], thuat to4an tuyén tinh nay dudc ghi nhan cho J. B. Kadane, va thuat toan doi
khi dude goi 1a thuat toan Kadane.
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thuat toan cho bai todn nay déu phai xét tat ca phan ti cia mang it nhat
mot 1an.

So sanh hiéu qua

Viéc nghién ctu hiéu qua thuc té ctia cac thuat toan 1a diéu thu vi. Bang
sau cho thay thdi gian chay ciia cac thuat toan trén véi nhiing gia tri n khéc
nhau trén mot may tinh hién dai.

Trong mdi phép thit, ddu vao dudc sinh ngiu nhién. Thdi gian can dé doc
dau vao khong dude do.

kich thuéec mang n Thuat toan 1 Thuat toan 2 Thuat toan 3

102 0.0s 0.0s 0.0s
103 0.1s 00s 00s
10* >10.0s 0.1s 00s
10° >10.0s 5.3 8 0.0s
106 >10.0s >10.0s 0.0s
107 >10.0s >10.0s 0.0s

So sanh cho thay moi thuat todn déu hiéu qua khi kich thuéc dau vao
nhd, nhung dau vao 16n hon 1am 16 ra nhitng khac biét dang ké trong thoi
gian chay cta cdc thuat toan. Thuat to4an 1 tré nén cham khi n = 104, va
Thuat toan 2 tré nén cham khi n = 10°. Chi Thuat toan 3 c6 thé xt ly ca
nhitng dau vao 16n nhat gan nhu tic thi.
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Chuong 3
Sip xép

Sap xép (Sorting) 14 mot bai toan thiét ké thuat toan co ban. Nhidu thuat
toan hiéu qua dung sip xép nhu mét thi tuc con, vi thudng dé xit 1y dit liéu
hon néu cac phan ti& dang 6 thi tu da sip xép.

Vi du, bai toan “mét mang c6 chiia hai phan ti biing nhau hay khong?”
rat dé giai bing sip xép. Néu mang chia hai phan ti bing nhau, ching sé
nim canh nhau sau khi sip xép, nén ta dé dang tim thay ching. Tuong tu,
bai toan “phan ti& ndo xuit hién nhidu nhat trong moét mang?” ciing c6 thé
dudc giai theo cach nay.

Cé nhiéu thuat toan sip xép, va ching ciing 14 nhiing vi du tét vé cach
ap dung cac ky thuat thiét ké thuat toan khac nhau. Cac thuat toan sip
xép tong quat hiéu quéa chay trong O(nlogn) thoi gian, va nhidu thuat toan
dung sip xép lam thi tuc con ciing c6 dd phic tap thoi gian nay.

3.1 Ly thuyét sip xép

Bai toan co ban trong sip xép nhu sau:

Cho mét mang chita n phan ti, nhiém vu ctia ban 1a sip xép cac phan ti
theo thi tu ting dan.

Vi du, mang

1131812191256

sau khi sdp xép sé tré thanh:

1121213516189

Cac thujt toan O(n?)

Cac thuat toan don giadn dé sdp xép mot mang chay trong O(n?) thoi gian.
Nhitng thuat toan nhu vay ngén va thudng gom hai vong 13p 1ong nhau. Mot
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thuat toan sip xép thoi gian O(n?) néi tiéng 1a bubble sort, trong d6 cac
phan ti “ndi bot” trong mang theo gia tri cia ching.

Bubble sort gdm n vong. O mdi vong, thuat toan duyét qua cac phan ti
ciia mang. Bat ci khi nao phat hién hai phan ti lién tiép khong & ding thi
tu, thuat toan déi chd ching. Thuat toan cé thé dudc cai diat nhu sau:

for (int i =0;1 <mn;i++) {
for (int j =0;j <n-1; j++) {
if (array[j] > array[j+1]) {
swap(arraylj |, array [j+1]);

}
}

Sau vong dau tién ctia thuat toan, phan ti 16n nhat sé é dung vi tri, va
néi chung, sau k vong, k phan ti 16n nhat sé é dung vi tri. Vi vy, sau n vong,
toan bé mang sé dudc sip xép.

Vi du, trong mang

vong dau tién cta bubble sort ddi chd cac phan ti nhu sau:

1131218191256

Nghich thé

Bubble sort 14 mét vi du vé thuat toan sip xép luén déi chd cac phan ti lién
tiép trong mang. Héa ra do phic tap thdi gian ctia mot thuat toan nhu vay
luén it nhat 1a O(n?), vi trong truong hgp xau nhat, can O(n?) 1an déi chd
dé sip xép mang.

Mot khai niém hitu ich khi phan tich thuat toan sip xép 1a nghich
thé (inversion): mét cip phan ti mang (array[a], array[b]) sao cho a < b va
array|a] > array[b], tic 1a cdc phan tit dang 6 sai thi tu. Vi du, mang
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c6 ba nghich thé: (6,3), (6,5) va (9,8). S6 nghich thé cho biét can bao nhiéu
cong viéc dé sip xép mang. Mot mang da dudc sip xép hoan toan khi khéng
c6 nghich thé nao. Mt khéc, néu cac phan ti mang dang & thi tu ngudc, s6
nghich thé 12 16n nhat c6 thé:
—1
14_2_‘_..._*_(”_1):%:0(712)

Déi chd mot cip phan ti lién tiép dang 6 sai thid tu loai bd ding méot
nghich thé khéi mang. Do d6, néu mot thuat toan sip xép chi c6 thé ddi chd
cac phan ti lién tiép, mdi 1an ddi chd loai bé nhidu nhat mot nghich thé, va
do phuc tap thoi gian ctia thuat toan it nhat 1a O(n?).

Cac thuat toan O(nlogn)

Ta c6 thé sdp xép mot mang hiéu qua trong O(nlogn) thdi gian bing cac
thuat toan khong bi gidi han & viéc ddi chd cac phan ti lién tiép. Mot thuat
toan nhu vay la merge sor dua trén dé quy.

Merge sort sdp xép mot méang con array[a . ..b] nhu sau:

1. Néu a = b, khong lam gi ca, vi mang con da dudc sip xép.
2. Tinh vi tri cia phan ti gitta: k = |(a + b)/2].

3. Sdp xép dé quy mang con array[a. .. k].

4. S8p xép dé quy mang con array[k + 1...b].

5

. Trén cdc mang con da sdp xép array|a...k] va array[k + 1...b] thanh
mot méang con da sip xép array[a. .. b).

Merge sort 1a mot thuat toan hiéu qua, vi né chia doéi kich thuée mang
con & mdi bude. Pé quy gom O(log n) mic, va xtt Iy mdi mitc mat O(n) thoi
gian. Viéc tron cdc mang con array|a . .. k] va array[k+1...b] c6 thé thuc hién
trong thoi gian tuyén tinh, vi ching da dudc sip xép.

Vi du, xét viéc sdp xép mang sau:

113161281259

Mang sé dudc chia thanh hai mang con nhu sau:

113]6]2 8121519

Sau d6, cadc mang con sé dudc sdp xép dé quy nhu sau:

ITheo [47], merge sort ducc J. von Neumann phat minh nam 1945.
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Cubi cung, thuat toan tron cdc mang con da sip xép va tao ra mang da
sap xép cudi cung:

Can dudi cta sap xép

C6 thé sidp xép mot mang nhanh hon O(nlogn) thoi gian hay khong? Héa
ra diéu nay 14 khéng thé khi ta giéi han 6 cac thuat toan sip xép dua trén
viéc so sanh cac phan t mang.

Can dudi cho do phtc tap thoi gian c6 thé dude chiing minh bing cach
xem sip xép nhu mot qua trinh ma mdi 1an so sanh hai phan t cho thém
thong tin vé ndi dung ciia mang. Qua trinh tao ra cay sau:

x <y?

/\

x <y? x <y?

AN AN

x <y? x<y? x <y? x <y?
NN N N

O day “z < y?” nghia 1a mot s6 phan ti z va y dude so sanh. Néu z < v,
qué trinh tiép tuc sang trai, ngudc lai thi sang phai. Két qua ctia qua trinh
14 céc cach c6 thé dé sip xép mang, téng cong n! cach. Vi ly do nay, chidu cao
ctia cay phai it nhat 1a

logy(n!) =1logy(1) + logy(2) + - - - + logy(n).

Ta nhan dude mot can duéi cho tong nay bing cach chon n/2 phan ti cubi
va thay gia tri cia méi phan ti béng log,(n/2). Diéu nay cho uéc lugng

log,(n!) > (n/2) - log,(n/2),
nén chidu cao ciia cay va sd budc tdi thiéu c6 thé cé ctia mot thuat toan sép

xép trong trudng hop xau nhéat it nhat 1a nlogn.

Counting sort

Can dudi n log n khong 4ap dung cho cac thuat toan khong so sanh c4dc phan
t& mang ma dung mot s6 thong tin khac. Mot vi du vé thuat toan nhu vay
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12 counting sort, sip xép mot mang trong O(n) thdi gian véi gia thiét moi
phan ti trong mang 12 s6 nguyén tit 0...c va c = O(n).

Thuat toan tao mot mang ghi nhdn, ma cac chi sb ctia né 1a cac phan ti
ciia mang ban dau. Thuat toan duyét qua mang ban dau va tinh mdi phan
t xuat hién bao nhiéu 1an trong mang.
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Vi du, mang

Vi du, gia tri é vi tri 3 trong mang ghi nhan 1a 2, vi phan ti 3 xuit hién
2 1an trong mang ban dau.

Viéc xay dung mang ghi nhan mat O(n) thoi gian. Sau d6, mang da sip
xép c6 thé dudc tao trong O(n) thai gian vi s6 1an xuat hién ctia mdi phan ti
c6 thé dudc 14y tit mang ghi nhan. Vi vay, do phc tap thaoi gian tdng cong
cua counting sort la O(n).

Counting sort 14 mdt thuat toan rat hiéu qua nhung chi c6 thé dung khi
hiing s6 ¢ di nhé, dé cac phan t& mang c6 thé dusc dung 1am chi s6 trong
mang ghi nhan.

3.2 Sap xép trong C++

Trong mét ky thi, gin nhu khong bao gié nén dung mot thuat toan sip xép
tu viét, vi cdc ngon ngit 1ap trinh da c6 sn nhiing cai dit tét. Vi du, thu
vién chuan C++ chia ham sort, c6 thé dé dang dung dé sip xép mang va céc
cau truc dit lieu khac.

Viéc dung ham thu vién cé nhiéu 1gi ich. Thi nhét, né tiét kiém thdi gian
vi khong can cai dit ham. Thi hai, cai dit ctia thu vién chic chdn diung va
hiéu qua: rat khé c6 kha ning mot ham sip xép tu viét lai t6t hon.

Trong muc nay ta sé xem cach dung ham sort ctia C++. Poan ma sau sip
xép mot vector theo thi tu ting dan:

vector<int> v = {4,2,5,3,5,8,3};
sort (v.begin(),v.end());

Sau khi sdp xép, ndi dung ctia vector sé& 1a [2,3,3,4, 5,5, 8]. Thi tu sdp xép
mac dinh 1a ting dan, nhung c6 thé sip xép ngudc nhu sau:

sort (v.rbegin (), v.rend());

Mot mang thong thuong cé thé dudce sdp xép nhu sau:

int n=17; // array size
int a] = {4,2,5,3,5,8,3};
sort (a,a+n);
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Doan mé sau sip xép xau s:

string s = "monkey”;
sort (s.begin(), s.end());

A

S&p xép mot xau nghia la c4c ky tu ctia xau dudc sdp xép. Vi du, xau “monkey’
tré thanh “ekmnoy”.

Toan tr so sanh

Ham sort yéu cau mot toan t& so sanh dude dinh nghia cho kiéu dit liéu
ctia cac phan tit can sdp xép. Khi sip xép, toan tit nay sé dudc dung bat ci
khi nao can xac dinh thit tu ctia hai phan ti.

Hau hét kiéu dit liéu C++ c6 toan tit so sanh dung sén, va cic phan ti
thudc nhitng kiéu d6 cé6 thé dudce sdp xép tu dong. Vi du, s6 dude sip xép
theo gi4 tri va xau dudc sip xép theo thi tu chit cai.

Céc cap (pair) dudc sdp xép trude hét theo phan ti thi nhat ciia chiing
(first). Tuy nhién, néu phan ti thi nhét ca hai cdp bing nhau, ching dugc
sip xép theo phan ti tha hai (second):

vector<pair<int,int>> v;
v.push__back({1,5});
v.push_back({2,3});
v.push__back({1,2});
sort (v.begin(), v.end());

Sau do, thu tu cta cac cap la (1,2), (1,5) va (2, 3).
Tuong tu, cac bd (tuple) dude sdp xép trudc hét theo phan ti thi nhat,
sau d6 theo phan ti tht hai, v.v}

vector<tuple<int,int,int >> v;
v.push_ back({2,1,4});
v.push_back({1,5,3});
v.push_ back({2,1,3});

sort (v.begin(), v.end());

Sau d6, thi tu caa cac tuple 1a (1,5,3), (2,1,3) va (2,1,4).

Struct ty dinh nghia

Cac struct tu dinh nghia khong tu dong cé toan t so sanh. Toan ti nén
dude dinh nghia bén trong struct duéi dang mét ham operator<, c6 tham sb
12 mot phan ti khéc ciing kiéu. To4n t nén tra vé true néu phan ti nhé hon
tham s6, va false trong trusng hdp ngude lai.

2Luu ¥ ring trong mot sb trinh bién dich cii, cAn dung ham make tuple dé tao tuple
thay vi ddu ngo#c nhon (vi du, make_tuple(2,1,4) thay vi {2,1,4}).
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Vi du, struct P sau chita toa dd x va y ciia moét diém. Toan ti so sanh
dugc dinh nghia sao cho cac diém dudc sip xép trudc hét theo toa do x va
sau d6 theo toa do y.

struct P {
int x, y;
bool operator<(const P &p) {
if (x!=p.x) return x < p.x;
else return y < p.y;

Ham so sanh

Ciing c6 thé truyén moét ham so sanh bén ngoai cho ham sort nhu mét ham
callback. Vi du, ham so sanh comp sau sép xép céc xau truéc hét theo do dai
va sau d6 theo thi tu chit cai:

bool comp(string a, string b) {
if (a.size() != b.size()) return a.size () < b.size ();
return a < b;

}

Bay gid mot vector cac xau c6 thé dude sip xép nhu sau:

sort (v.begin(), v.end(), comp);

3.3 Tim kiém nhi phan

Mot phuong phap téng quat dé tim kiém méot phan ti trong mang 1a dung
vong lap for duyét qua ciac phan ti cia mang. Vi du, doan ma sau tim mot
phan ti z trong mot mang:

for (int i =0;1 <n;i++) {
if (array[i] == x) {
// x found at index i
}

}

D6 phiic tap thoi gian clia cach nay 12 O(n), vi trong trudng hop xau nhét,
can kiém tra tat ca phan ti cia mang. Néu thi tu ctia cic phan ti 14 tuy ¥,
day ciing 1a cach tét nhat c6 thé, vi khong c6 thong tin bd sung nao cho biét
ta nén tim phan ti » 6 dau trong mang.

Tuy nhién, néu mang da dudc sdp xép, tinh hinh sé& khac. Trong truong
hop nay, c6 thé thuc hién tim kiém nhanh hon nhiéu, vi thi tu cia cic phan
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t trong mang din huéng qua trinh tim kiém. Thuat toan tim kiém nhi
phan (Binary Search) sau tim kiém hiéu qua mot phan ti trong mang da
sip xép trong O(logn) thoi gian.

Phuong phap 1

Cach thong thudng dé cai dit tim kiém nhi phan giéng nhu tim mét tit trong
tit dién. Qua trinh tim kiém duy tri mot viing dang xét trong mang, ban dau
chiia tat ca phan tit mang. Sau d6, mot sd buée dude thuc hién, mdi bude
chia doi kich thuéc viing nay.

O mdi bude, qué trinh tim kiém kiém tra phan ti gitta cta vung dang
xét. Néu phan ti gitta 12 phan t muc tiéu, tim kiém két thic. Ngudc lai,
tim kiém tiép tuc dé quy sang ntia trai ho#c niia phai ctia vung, tuy theo
gia tri ctia phan ti gitta.

Y tudng trén cé thé dudc cai dit nhu sau:

int a =0, b =n-1;
while (a <=b) {
int k = (a+b)/2;
if (array[k] == x) {
// x found at index k

}
if (arrayk] > x) b = k-1;
else a = k+1;

}

Trong cai dat nay, ving dangxétlaa...b, vaban ddu ving naylao...n—1.
Thuét toan chia d6i kich thuéc viing 6 méi buée, nén do phiic tap théi gian
la O(logn).

Phuong phap 2

Mot phuong phap khac dé cai dit tim kiém nhi phan dua trén mét cach hiéu
qua dé duyét qua cac phan ti cia mang. Y tuéng 1a thuc hién cac bude nhay
va giam tbc khi ta dén gan phan t& muc tiéu.

Tim kiém di qua mang ti trai sang phai, va do dai buéc nhay ban dau
14 n/2. O méi budc, d6 dai budc nhay sé dudc chia doi: dau tién n/4, rdi n/8,
n/16, v.v., cho dén khi cubi cung do dai 1a 1. Sau c4c buéc nhay, hodic phan
t& muc tiéu da dudc tim thay, hoic ta biét ring né khong xuat hién trong
mang.

Poan ma sau cai dat y tuéng trén:

int k = 0;
for (int b=n/2;b>=1;b /=2) {

while (k4+b < n && array[k+b] <= x) k += b;
}

if (array[k] == x) {
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// x found at index k

}

Trong qué trinh tim kiém, bién b chita do dai buéc nhay hién tai. D6 phiic
tap thai gian ctia thuat toan la O(logn), vi doan ma trong vong lap while
dudc thuc hién nhidu nhat hai 1an cho méi do dai buéc nhay.

Ham C4+4

Thu vién chuin C++ chiia cdc ham sau dua trén tim kiém nhi phan va chay
trong thoi gian logarithmic:

* lower bound tra vé mot con tré téi phan ti dau tién ctia mang cé gia
tri it nhat 1a z.

e upper_bound tra vé mét con tré téi phan ti dau tién ciia mang cé gia
tri 16n hon .

* cqual range tra vé ca hai con tré trén.

Céc ham gia st ring mang da dudc sip xép. Néu khong cé phan ti nhu
vay, con trd tré téi vi tri sau phan t cudi cung ctia mang. Vi du, doan ma
sau x4c dinh xem mdt mang c6 chita phan ti gia tri « hay khong:

auto k = lower__bound(array,array+n,x)-array;
if (k <n && arrayk] == x) {

// x found at index k
}

Sau d6, doan ma sau dém s6 phan ti c6 gia tri bing x:

auto a = lower__bound(array, array+n, x);
auto b = upper__bound(array, array+n, x);
cout << b-a << "\n’;

Dung equal range, doan ma tré nén ngin hon:

auto r = equal_range(array, array+n, x);
cout << r.second-r. first << "\n”;

Tim nghiém nhé nhit

Mot tng dung quan trong ciia tim kiém nhi phan 1a tim vi tri ma gi4 tri cta
mot ham thay déi. Gia s ta mudn tim gia tri nhé nhat & 14 mot nghiém hop
18 cho mét bai toan. Ta dudc cho mot ham ok(z) tra vé true néu » 12 nghiém
hgp 1é va false trong trudng hop ngude lai. Ngoai ra, ta biét réng ok(z) 1a
false khi # < k va true khi # > k. Tinh hudng trong nhu sau:
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| 0 1 .- k=1 k k+1
ok(z) | false false --- false true true

Bay gid, gia tri cta k c6 thé dudce tim bang tim kiém nhi phan:

int x = -1;

for (int b=12;b>=1;b /=2) {
while ('ok(x+b)) x += b;

}

int k = x+1;

Tim kiém tim gi4 tri 16n nhat ctia  ma véi né ok(z) 1a false. Vi vay, gia
tri ké tiép k = 2 + 1 12 gi4 tri nhé nhét c6 thé ma véi né ok(k) 1a true. Do dai
buéc nhay ban dau » phai du 16n, chdng han mot gia tri ma ta biét truéc
ring ok(z) 1a true.

Thuat toan goi ham ok O(log z) 1an, nén d6 phic tap thoi gian téng cong
phu thudc vao ham ok. Vi du, néu ham chay trong O(n) théi gian, do phiic
tap thoi gian téng cong 1a O(nlog 2).

Tim gia tri 16n nhat

Tim kiém nhi phan ciing c¢6 thé dudc dung dé tim gia tri 16n nhat ctia mot
ham ting truée réi gidm sau. Nhiém vu ciia ta 1a tim mot vi tri £ sao cho

* f(x) < f(x+1)khiz <k, va
e f(z)> f(x+1)khiz > k.
Y tudng la dung tim kiém nhi phan dé tim gi4 tri 16n nhat ctia  ma véi

n6 f(r) < f(x+1). Didunaysuyrak =+ 1vi f(z +1) > f(z + 2). Poan
ma sau cai dit tim kiém:

int x = -1;
for (int b=12b>=1;b /=2){

while (f(x+b) < f(x+b+1)) x += b;
}

int k = x+1;

Luu y rang khéc vé6i tim kiém nhi phan thong thudng, 6 day khong dudc
phép c6 hai gia tri lién tiép ctia ham bing nhau. Trong trusng hop dé, ta sé
khong thé biét nén tiép tuc tim kiém nhu thé nao.
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Chuong 4
CAu triuc dit liéu

Mot ciu tric dit liéu (Data Structure) 14 mot cach luu trit dit liéu trong bé
nhé ctia mdy tinh. Viéc chon mot ciu tric dit liéu phu hop cho mot bai toan
14 rat quan trong, vi mdi cau tric dit liéu c6 vu diém va nhude diém riéng.
Cau héi then chét 1a: nhitng thao tac ndo hiéu qua trong cau truc dit liéu da
chon?

Chuong nay gidi thiéu céc cau tric dit liéu quan trong nhat trong thu
vién chudn C++. Nén dung thu vién chuén bat ci khi nao cé thé, vi didu dé
sé tiét kiém rat nhiéu thai gian. Vé sau trong sich, ta sé hoc cic ciu tric dit
liéu tinh vi hon khéng c6 sin trong thu vién chuén.

4.1 Mang dong

Mot mang déng 1a mét mang ma kich thudc cé thé thay déi trong qua trinh
chuong trinh thuc thi. Mang dong phd bién nhat trong C++ 1a ciu tric vector,
c6 thé dugc dung gan gidng nhu mot mang thong thudng.

Doan ma sau tao mot vector rong va thém ba phan ti vao né:

vector<int> v;

v.push_ back(3); // [3]
v.push_back(2); // [3,2]
v.push_ back(5); // [3,2,5]

Sau d6, c6 thé truy cap cac phan ti nhu trong mot mang thong thudng:

cout << v[0] << "\n"; // 3
cout << v[l] << "\n"; // 2
cout << v[2] << "\n"; // 5

Ham size tra vé s6 phan ti trong vector. Doan ma sau duyét qua vector
va in tat ca phan ti trong dé:

for (int i =0; 1 < v.size(); i++) {
cout << v[i] << "\n”;
}
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Mbt cach ngdn hon dé duyét qua vector 1a nhu sau:

for (autox : v) {
cout << x << "\n’;
}

Ham back tra vé phan ti cubi ciing trong vector, va ham pop back x6a
phan ti cubi cung:

vector<<int> v;

v.push__back(5);
v.push__back(2);

cout << v.back() << "\n”; // 2
v.pop_ back();

cout << v.back() << "\n”; // 5

Doan ma sau tao mot vector ¢6 nam phan ti:

vector<int> v = {2,4,2,5,1};

Mot cach khac dé tao vector 1a cung cap s6 phan ti va gia tri ban dau
cho mdi phan ti:

// size 10, initial value 0
vector<int> v(10);

// size 10, initial value 5
vector<int> v(10, 5);

Cai dit bén trong ctia vector dung mot mang thong thudng. Néu kich
thudc cia vector tang 1én va mang tré nén qua nho, mét mang mdéi dude
cap phat va tat ca phan tit dudc chuyén sang mang méi. Tuy nhién, diéu
nay khong xay ra thuong xuyén va do phitc tap thoi gian trung binh caa
push_back 1a O(1).

Cau truc string ciing 13 mét mang dong c6 thé dude ding gan giéng nhu
vector. Ngoai ra, cé ci phap dic biét cho xau khéong c6 trong cac ciu tric dit
lidu khéc. Céc xau c6 thé dudce ndi biing ky hiéu +. Ham substr(k, ) tra vé
xAu con bat dau tai vi tri k va ¢6 0 dai x, vA ham find(t) tim vi tri ctia 1an
xuat hién dau tién ctia xau con t.

Doan ma sau trinh bay mét s6 thao tac véi xau:

string a = "hatti”;

string b = a+a;

cout << b << "\n”; // hattihatti
b[5] = "v';

cout << b << "\n”; // hattivatti
string ¢ = b.substr (3,4);
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’cout << c << "\n” // tiva

4.2 Cau trac tap hop

Mot tap hgp 1a mot ciu tric dit liéu duy tri mot tap cac phan tia. Céc thao
tac cd ban cia tap hop 1a thém phan tit, tim kiém va xé6a.

Thu vién chuin C++ chia hai cai dit tap hop: Cau tric set dua trén mot
ciy nhi phan can bing va cac thao tac ctia né chay trong O(logn) théi gian.
Cau tric unordered_set dung bim, va céc thao tac ctia né chay trong O(1)
thoi gian trung binh.

Viéc chon cai dit tap hop nao dé dung thuong 1a van dé sé thich. Lgi ich
ctia cau tric set 1a né duy tri thi tu ctia cac phan tit va cung cip cac ham
khéng c6 trong unordered set. Mt khéc, unordered set cé thé hiéu qua hon.

Doan ma sau tao mot tap hdp chia cac sb nguyén, va minh hoa méot s
thao tdc. Ham insert thém mét phan tit vao tap hop, ham count tra vé s6 1an
xuét hién cia mot phan ti trong tap hop, va ham erase x6a mot phan ti khéi
tap hop.

set <int> s;
s. insert (3);
s. insert (2)
s. insert (5)
cout << s.count(3) << "\n”; // 1
cout << s.count(4) << "\n”; // 0
s.erase (3);

s. insert (4);

cout << s.count(3) << "\n”; // 0
cout << s.count(4) << "\n”; // 1

?
I

Mot tap hop c6 thé dude dung gan giéng nhu vector, nhung khong thé
truy cap cac phan ti bang ky hiéu [|. Poan ma sau tao mot tap hdp, in s6
phan ti trong d6, roi duyét qua tat ca phan ti:

set<int> s = {2,5,6,8};
cout << s.size() << "\n”; // 4
for (autox : s) {
cout << x << "\n”;
}

Mot tinh chat quan trong ctia tap hop la tat ca phan ti cta ching déu
phén biét. Vi vay, ham count luén tra vé ho#c 0 (phan t khong c6 trong tap
hop) hoic 1 (phan ti c¢6 trong tap hop), va ham insert khong bao gis thém
mot phan ti vao tap hop néu phan tit d6 da c6 s&n. Poan méa sau minh hoa
diéu nay:

’ set <int> s;
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s. insert (5);
s. insert (5);
s. insert (5);
cout << s.count(b) << "\n”; // 1

C++ ciing chita céc cAu tric multiset va unordered multiset, hoat dong
gidng set va unordered set nhung c6 thé chita nhidu ban sao ciia mét phan
t. Vi du, trong doan ma sau, ca ba ban sao ctia s6 5 déu dugc thém vao mot
multiset:

multiset<int> s;

s. insert (5);

s. insert (5);

s. insert (5);

cout << s.count(b) << "\n”; // 3

Ham erase x6a tat ca ban sao ctia mét phan t khoéi multiset:

s.erase (5);
cout << s.count(5) << "\n”; // 0

Thong thudng, chi nén x6a mét ban sao, viéc nay c6 thé 1am nhu sau:

s.erase(s.find (5));
cout << s.count(5) << "\n”; // 2

4.3 Cau trac anh xa

Mot map 12 mot mang tédng quat héa gom cac cip khéa-gia tri. Trong
khi khéa trong moét mang thong thudng ludén 1a cac sé6 nguyén lién tiép
0,1,...,n—1, trong d6 n 1a kich thuéc cia mang, khéa trong mot map cé thé
thuoc bat ky kiéu dit liéu nao va khong can 1a céc gia tri lién tiép.

Thu vién chuin C++ chiia hai cai dit map tuong tng véi cac cai dit set:
ciu tric map dua trén mot cAy nhi phan can bing va truy cap phan ti mat
O(logn) thoi gian, trong khi ciu tric unordered map dung bim va truy cap
phan tit mat O(1) thoi gian trung binh.

Doan m4 sau tao mot map ma céc khéa 1a xau va cac gi4 tri 1a s6 nguyén:

map<string,int> m;

m[’'monkey”] = 4;
m|[ banana”] = 3;
m|[”harpsichord”] = 9;

cout << m[’banana”] << "\n”; // 3

Néu gi4 tri cia mot khéa duge yéu cadu nhung map khong chita khéa dé,
khéa sé tu dong dudc thém vao map véi mot gia tri mac dinh. Vi du, trong
doan ma sau, khéa “aybabtu” véi gia tri 0 dudc thém vao map.

42



map<string,int> m;
cout << m[’aybabtu”] << "\n”; // 0

Ham count kiém tra mét khéa cé ton tai trong map hay khéng:

N

ift - (m.count("aybabtu”)) {
// kCy exists
}

Poan ma sau in tat ca khéa va gia tri trong mot map:

for (autox : m) {
cout << x.first << 7”7 << x.second << "\n”;
}

4.4 Iterator va doan

Nhiéu ham trong thu vién chuan C++ lam viéc véi iterator. Mot iterator 1a
mot bién tré t6i mot phan tit trong ciu tric dit lidu.

Céc iterator thuong dung begin va end dinh nghia mot doan chia tat ca
phan ti trong mot cau tric dit liéu. Iterator begin trd té6i phan t dau tién
trong cau truc dit liéu, va iterator end tré téi vi tri sau phan ti cudi cung.
Tinh huéng tréng nhu sau:

{ 3, 4, 6, 8 12, 13, 14, 17 }

T T
s.begin() s.end()

Luu ¥ su bat ddi xdng cta céc iterator: s.begin() trd t6i mot phan ti trong
cAu tric dit liéu, trong khi s.end() tré ra ngoai ciu tric dit liéu. Vi vay, doan
dudc dinh nghia béi cac iterator la niza md.

Lam viéc v@i doan

Iterator dudc dung trong cac ham thu vién chuan C++ nhan mét doan cac
phan ti trong mot cau tric dit liéu. Thong thudng, ta mudn xit Iy tit ca phan
tl trong mot ciu tric dit liéu, nén céc iterator begin va end dugc truyén cho
ham.

Vi du, doan mé sau sip xép mot vector bang ham sort, sau dé ddo ngudc
thi tu cac phan ti bing ham reverse, va cudi cing x4o tron thi tu cdc phan
t& bdng ham random_ shuffle.

sort (v.begin(), v.end());
reverse (v.begin(), v.end());
random__shuffle(v.begin(), v.end());
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Cac ham nay ciing ¢6 thé dudc dung véi mot mang thong thuong. Trong
truong hop nay, cac ham nhéan con tré t6i mang thay vi iterator:
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sort (a, a+n);
reverse (a, a+n);
random__shuffle(a, a+n);

Iterator cua set

Iterator thuong dudc dung dé truy cap cac phan ti ciia set. PDoan ma sau
tao mot iterator it tré t6i phan t& nhé nhat trong mot set:

set<int>:iterator it = s.begin();

Mot cach viét ngdn hon la nhu sau:

auto it = s.begin();

Phan t& ma iterator trd téi c6 thé dudc truy cap bang ky hiéu *. Vi du, doan
ma sau in phan ti dau tién trong set:

auto it = s.begin();
cout << *it << "\n”;

Iterator c6 thé dudc di chuyén bing cac toan tit ++ (tién) va — (luii), nghia
12 iterator di chuyén t6i phan tit ké tiép hodc phan ti trudc d6 trong set.
Doan mé sau in tat ca phan ti theo thi tu ting dan:

for (auto it = s.begin(); it !=s.end(); it++) {
cout << *it << "\n”;
}

Doan ma sau in phan ti 16n nhét trong set:

auto it = s.end(); it —;
cout << *it << "\n”;

Ham find(x) tra vé mét iterator tré t6i mot phan ti c6 gi4 tri x. Tuy nhién,
néu set khong chia z, iterator sé 1a end.

auto it = s.find(x);
if (it ==s.end()) {

// x is not found
}

Ham lower bound(z) tra vé mot iterator t6i phan tit nhé nhat trong set
c6 gid tri it nhdt 1a z, va ham upper bound(z) tra vé mot iterator téi phan ti
nhé nhat trong set c6 gia tri Idn hon z. Trong ci hai ham, néu phan ti& nhu
vay khong ton tai, gid tri tra vé 1a end. C4c ham nay khong dudc cau tric
unordered set hd trg, vi cAu tric nay khong duy tri thi tu ctia céc phan tu.
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Vi du, doan ma sau tim phan t gan z nhat:

auto it = s.lower__bound(x);
if (it == s.begin()) {

cout << *it << "\n”;
} else if (it ==s.end()) {

it --;

cout << *it << "\n”;
} else {

int a = *it; it —;

int b = *it;

if (x-b < a-x) cout << b << "\n”;
else cout << a << "\n”;

}

DPoan ma gia st riing set khong réng, va xét tat ca trudng hop cé thé bang
iterator it. Pau tién, iterator tré t6i phan ti nhé nhat cé gia tri it nhat la z.
Néu it bing begin, phan ti tuong ng la gan z nhat. Néu it bing end, phan
t 16n nhat trong set 12 gan 2 nhat. Néu khéong thudc cac trudng hop trén,
phan ti gan = nhat hoic 14 phan t tucng ng véi it, hodc 1a phan ti trude
do.

4.5 CAu tric khac

Bitset

Mot bitset 12 mot mang ma mbi gia tri 1a 0 hodc 1. Vi du, doan ma sau tao
mot bitset chita 10 phan ti:

bitset <10> s;

s[l] =1;
s[3] =1;
s[4 =1;
s[7] =1,

cout << s[4] << "\n"; // 1
cout << s[b] << "\n”; // 0

Loi ich ciia viéc dung bitset 1a ching can it b6 nhé hon mang thong
thudng, vi mdi phan ti trong bitset chi dung mot bit bd nhé. Vi du, néu n
bit dudc luu trong moét mang int, 32n bit bo nhé sé dudc dung, nhung mot
bitset tuong ing chi can n bit bd nhé. Ngoai ra, cac gia tri ctia bitset c6 thé
dugc thao tac hiéu qua bang cac toan tit bit, didu nay cho phép tbi uwu héa
thuat toan bang bitset.

Poan ma sau cho thay mot cach khéac dé tao bitset § trén:

bitset <10> s(string(”00100110107)); // from right to left
cout << s[4] << "\n"; // 1
cout << s[b] << "\n”; // 0
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Ham count tra vé sé luong bit 1 trong bitset:

bitset <10> s(string(”00100110107));
cout << s.count() << "\n”; // 4

Doan ma sau cho thay céc vi du diing toan t bit:

bitset <10> a(string(”0010110110"));
bitset <10> b(string("10110110007));
cout << (a&b) << "\n”; // 0010010000
cout << (alb) << "\n”; // 1011111110
cout << (ab) << "\n”; // 1001101110

Deque

Mot deque 1a mot mang dong ma kich thude c6 thé dugce thay déi hiéu qua 6
ca hai dau ctia mang. Giéng nhu vector, deque cung cap ciac ham push back
va pop_ back, nhung né ciing ¢6 cac ham push front va pop front khong ¢6
trong vector.

Deque c6 thé dude dung nhu sau:

deque<int> d;

d.push_back(5); /
d.push__back(2); /
d.push_front(3); /
d.pop_back(); // [
d.pop_front(); // [5]

w\\\
O

Cai dat bén trong ctia deque phtic tap hon ctia vector, va vi ly do nay,
deque cham hon vector. Du vy, ca thém va x6a phan ti déu mat O(1) thoi
gian trung binh & ca hai dau.

Stack

Mot stack 1a mot cAu tric dit liéu cung cap hai thao tdc thoi gian O(1): thém
mot phan t vao dinh, va x6a mot phan ti khéi dinh. Chi c6 thé truy cap
phan t & dinh cta stack.

Doan ma sau cho thiy cach dung stack:

stack<int> s;
s.push(3);

s.push(2);

s.push(5);

cout << s.top(); // 5
5.pop();

cout << s.top(); // 2
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Queue

Mot queue ciing cung cap hai thao tac thoi gian O(1): thém mot phan ti
vao cudi hang doi, va x6a phan ti dau tién trong hang dogi. Chi c6 thé truy
cap phan t dau tién va phan ti cudi cung ctia queue.

Doan ma sau cho thiy cach dung queue:

queue<int> q;
q.push(3);

q.push(2);

q.push(5);

cout << q.front(); // 3
q.pop();

cout << q.front(); // 2

Priority queue

Mot priority queue duy tri mét tap cac phan ti. Céc thao tac dugc hd trg
12 thém phan ti va, tuy theo loai hang dgi, 1ay va x6a phan ti nhé nhat hoic
16n nhat. Thém va x6a mat O(logn) thoi gian, con lay phan ti mat O(1) thoi
gian.

Trong khi mot set ¢6 thi tu hd trg hiéu qua tat ca thao tac ctia priority
queue, lgi ich ctia viéc dung priority queue 14 né c6 cac hé sé6 hing nhé hon.
Priority queue thuong dudc cai d#t bing ciu tric heap, don gian hon nhiédu
so véi cay nhi phan can bing dung trong set cé thi tu.

Theo mic dinh, ciac phan ti trong mot priority queue ctia C++ dudce sip
xép theo thii tu gidm dan, va c6 thé tim va xéa phan ti 16n nhat trong hang
doi. Doan ma sau minh hoa diéu nay:

priority__queue<int> q;
q.push(3);

q.push(5)
q.push(7);
q.push(2)
cout << q.top() << "\n"; // 7
q.pop();

cout << q.top() << "\n"; // 5
q.pop();

q.push(6);

cout << q.top() << "\n”; // 6
q.pop();

)

)

Néu ta mudn tao mot priority queue ho trg tim va xéa phan tit nhé nhat,
ta c6 thé 1am nhu sau:
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priority__queue<int,vector<int>,greater<int>> q;

Cau trac dix liéu policy-based

Trinh bién dich g++ ciing hd trd mét s6 cau tric dit liéu khong thudc thu vién
chuan C++. Nhitng cau tric nhu vay dudc goi 1a ciu tric dit liéu policy-based.
DPé dung cac ciu tric nay, cAn thém cac dong sau vao ma:

#include <ext/pb_ds/assoc_ container.hpp>
using namespace ___gnu_ pbds;

Sau dé, ta c6 thé dinh nghia mét cdu tric dit liéu indexed _set giéng set nhung
¢6 thé dudc danh chi s6 nhu mot mang. Pinh nghia cho cac gia tri int nhu
sau:

typedef tree<int,null_ type,less<int>,rb_ tree_tag,
tree_order_ statistics__node_update> indexed_ set;

Bay gio ta c6 thé tao mot set nhu sau:

indexed_ set s;
s. insert (2);
s. insert (3);
s. insert (7);
s. insert (9);

DPiém dic biét ctia set nay 1a ta c6 quyén truy cap cac chi s6 ma cac phan ti
sé c6 trong mot mang da sdp xép. Ham find by order tra vé mot iterator téi
phan tit 6 vi tri cho truéc:

auto x = s.find_by_ order(2);
cout << *x << "\n"; // 7

Va ham order of key tra vé vi tri cia mot phan ti cho trudc:

cout << s.order_of_ key(7) << "\n”; // 2

Néu phan ti khong xuét hién trong set, ta nhan dudc vi tri ma phan ti dé
sé co trong set:

cout << s.order_of key(6) << "\n”; // 2
cout << s.order_of key(8) << "\n”; // 3

Ca hai ham déu chay trong thoi gian logarithmic.
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4.6 So sanh véi sap xép

Thuong cé thé gidi mot bai toan bing ciu tric dit liéu hoidc bing sip xép.
DPéi khi c6 nhitng khac biét dang ké vé hiéu qua thuc té gitia cac cach tiép
can nay, c6 thé bi che khuat bdi do phic tap thdi gian.

Hay xét mot bai toan ma ta dude cho hai danh sach A va B déu chia n
phan ti. Nhiém vu ctia ta 1a tinh s6 phan ti thudc ca hai danh sach. Vi du,
véi cac danh sach

A=[52189 va B=[3,209,5

dap an 1a 3 vi cac s6 2, 5 va 9 thudc ca hai danh sach.

Mot 151 gidi truc tiép cho bai toan 1a duyét qua moi cip phan ti trong
O(n?) thoi gian, nhung tiép theo ta sé tap trung vao cac thuat toan hiéu qua
hon.

Thuat toan 1

Ta xay dung mot set gdm c4c phan ti xuat hién trong A, va sau dé duyét
qua cac phan ti cia B rdi kiém tra véi mdi phan t& xem né ciing thudc A
hay khong. Diéu nay hiéu qua vi cac phan ti cia A dang ndm trong mot set.
Dung céu tric set, do phtic tap thoi gian ctia thuat toan 1a O(nlogn).

Thuat toan 2

Khong can duy tri mot set c6 thi tu, nén thay vi ciu tric set ta ciing c6 thé
dung cau tric unordered set. Day 12 mét cach d& dang dé 1am thuat toan
hiéu qua hon, vi ta chi can thay ddi cau tric dit liéu nén. D6 phic tap thoi
gian cta thuat toan méi 1a O(n).

Thuat toan 3

Thay vi ciu tric dit liéu, ta c6 thé dung sip xép. Dau tién, ta sip xép ca hai
danh sach A va B. Sau d6, ta duyét qua ca hai danh sach cung lic va tim
cac phan ti chung. P phiic tap thoi gian cta sdp xép 1a O(nlogn), va phan
con lai cia thuat toan chay trong O(n) thoi gian, nén dé phitc tap thoi gian
téng cong 1a O(nlogn).

So sanh hiéu qua
Bang sau cho thay miic d6 hiéu qua ciia cac thuat toan trén khi n thay déi

va cdc phan ti ctia danh sach 1a cac s6 nguyén ngiu nhién trong khoang
1...10%
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n Thuat toan 1 Thuat toan 2

Thuat toan 3

10°
- 109
- 109
- 109
- 109

O = W N

Thuat todn 1 va 2 gidng nhau ngoai trit viéc ching dung cac cau tric
set khac nhau. Trong bai todn nay, lua chon nay 4nh huéng quan trong dén
thoi gian chay, vi Thuat toan 2 nhanh hon Thuat toan 1 khoang 4-5 lan.

Tuy nhién, thuat toan hiéu qua nhat 1a Thuat toan 3, dung sip xép. N6
chi dung mét nta thai gian so véi Thuat toan 2. Diéu thu vi 1a do phic tap
thoi gian ctia ca Thuat toan 1 va Thuat toan 3 déu 1a O(nlogn), nhung du
vay, Thuat toan 3 nhanh hon mugdi 1an. Didu nay cé thé dudc giai thich béi
thuc té ring sdp xép 1a mot tha tuc don gian va chi dude thuc hién mét 1an &
dau Thuat toan 3, va phan con lai ctia thuat toan chay trong thdi gian tuyén
tinh. Mt khac, Thuat toan 1 duy tri mét cay nhi phan can bing phic tap

1.5s
3.7s
5.7s
778
10.0 s

trong sudt toan bo thuat toan.
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2.3 s

02s
0.3s
0.5s
0.7s
09s
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Chuong 5

Tim kiém toan bo (Complete
Search)

Complete search 13 mot phuong phép téng quat c6 thé dung dé giai hau
nhu moi bai toan thuat toan. Y tudng 1a sinh tat ca cac 16i giai c6 thé cta
bai toan bing vét can, roi chon 18i giai tot nhat hodc dém s6 16i giai, tuy theo
bai toan.

Tim kiém toan bo 13 mot ky thuat t6t néu c6 da thoi gian dé duyét qua
moi 16i giai, vi viéc tim kiém thudng dé& cai dat va luén cho dap an ding.
Néu tim kiém toan bd qua cham, c6 thé can dung céac k§ thuat khac, chdng
han thuat toan tham lam hoéc quy hoach dong.

5.1 Sinh tap con

Truéc tién ta xét bai toan sinh tat ca cac tap con cia mot tap c6 n phan
ti. Vi du, cac tap con cua {0, 1,2} 1a 0, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0,2}, {1,2} va
{0,1,2}. C6 hai phuong phap phd bién dé sinh tap con: ta c6 thé thuc hién
tim kiém dé quy ho#c khai thac biéu dién bit cia s6 nguyén.

Phuong phap 1

Mot cach gon gang dé duyét qua moi tap con cia mot tap la dung dé quy.
Ham search sau day sinh cac tap con cta tap {0,1,...,n — 1}. Ham duy tri
mot vector subset s& chia cdc phan ti ctia titng tap con. Qué trinh tim kiém
bét dau khi ham dudc goi véi tham sb 0.

void search(int k) {

if (k==mn){
// process subset

} else {
search(k+1);
subset.push__back(k);
search(k+1);
subset.pop__back();
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}

Khi ham search dude goi véi tham sb k, né quyét dinh c6 dua phan ti &
vao tap con hay khéong, va trong ca hai truong hop déu goi lai chinh né véi
tham s6 k£ + 1. Tuy nhién, néu k& = n, ham nhan ra ring tat ca cic phan ti
da dudc xt ly va mot tap con da dudc sinh ra.

Cay sau minh hoa céc 16i goi ham khi n = 3. Ta luén c¢6 thé chon nhanh
trai (k khong dudc dua vao tap con) hodc nhanh phai (k dude dua vao tap
con).

search(0)

search(1) search(1)

N N

search(2) search(2) search(2) search(2)

AN AN AN

search(3) search(3) search(3) search(3) search(3) search(3) search(3) search(3)
0 {2} {1} {1,2} {0} {0,2y {01} {0,1,2}

Phuong phap 2

Mot cach khac dé sinh tap con dua trén biéu dién bit ctia s6 nguyén. Mbi
tap con ciia mot tap c6 n phan ti c6 thé dudc biéu didn bing mot day n bit,
tuong ng véi mot s6 nguyén tit 0...2" — 1. Cac bit 1 trong day bit cho biét
nhitng phan ti ndo dudc dua vao tap con.

Quy uéc thuong dung la bit cudi cung tuong ing véi phan ti 0, bit ké
cubi tuong ng véi phan ti 1, va ci tiép tuc nhu vay. Vi du, biéu dién bit
cua 25 1a 11001, tuong dng véi tap con {0, 3,4}.

Doan mé sau duyét qua céc tap con ctia mot tap c6 n phan ti

for (int b =0; b < (1<<n); b++) {
// process subset
}

Doan ma sau cho thay céach tim c4c phan ti ciia tap con tuong dng véi
mot day bit. Khi x1t ly titng tap con, doan ma xay dung mot vector chita cac
phan ti trong tap con doé.

for (int b =0; b < (1<<n); b++) {
vector<int> subset;
for (int i =0; 1 <mn;i++){
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if (b&(1<<i)) subset.push_ back(i);

5.2 Sinh hoan vi

Tiép theo ta xét bai toan sinh tat ca cac hodn vi cia mét tap c6 » phan tu.
Vi du, cac hoan vi ctaa {0,1,2} 14 (0,1,2), (0,2,1), (1,0, 2), (1,2,0), (2,0,1) va
(2,1,0). Mot 1an nita, c6 hai huéng tiép can: ta c6 thé dung dé quy ho#c duyét
qua cac hoan vi theo cach lap.

Phuong phap 1

Giéng nhu tap con, hoan vi c6 thé dude sinh bing dé quy. Ham search sau
day duyét qua cac hoan vi ctaa tap {0, 1,...,n — 1}. Ham xay dung mot vector
permutation chita hoan vi hién tai, va qua trinh tim kiém b&t dau khi ham
dudc goi khong c6 tham sb.

void search() {
if (permutation.size() == n) {
// process permutation
} else {
for (int i =0;1 <n;i++) {
if (chosenli]) continue;

chosen|i] = true;
permutation.push__back(i);
search ();

chosen[i] = false;

permutation.pop_ back();

}

M&i 16i goi ham thém mot phan ti méi vao permutation. Mang chosen cho
biét nhitng phan ti nio da cé trong hoan vi. Néu kich thuéc ctia permutation
béng kich thuéc ctia tap, mét hoan vi da dude sinh ra.

Phuong phap 2

Mot phuong phap khéc dé sinh hodn vi 1a bit dau véi hoan vi {0,1,...,n—1}
va lién tuc dung mét ham xay dung hoan vi ké tiép theo thi tu téng dan.
Thu vién chuin C++ ¢6 ham next permutation ¢6 thé dung cho viéc nay:

vector<int> permutation;
for (int i =0;1 <mn;i++) {
permutation.push__back(i);
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}
do {

// process permutation

} while (next_ permutation(permutation.begin(),permutation.end()));

5.3 Backtracking

Thuat toan backtracking bit dau véi mot 16i gidi rong va mé rong 16i giai
tiing budc. Qua trinh tim kiém duyét dé quy qua moi cach khac nhau dé xay

dung mot 16i giai.

Lam vi du, hay xét bai toan tinh sb cach dit » quan hau trén ban cdn x n
sao cho khong c6 hai quan hau nao tan cong nhau. Vi du, khi n = 4, ¢6 hai

loi giai kha di:

W

o

L]

Bai toan c6 thé dudc gidi bing quay lui bing cich dit cac quan hau 1én
ban cd theo tiing hang. Cu thé hon, trén mdi hang sé dit ding mét quan
hau sao cho né khong tin cong bat ky quan hau nao da dudc dit trude do.
Ta tim dude mot 16i gidi khi tat ca n quan hau da dude dit 1én ban co.

Vi du, khi n = 4, mot s6 18i giai boé phan dudc sinh béi thuat toan quay

lui nhu sau:

o

o

o

W Wy Wy
W W Wy Wy
W Wy wy Wy
sai sai sai dang
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O tang dudi cung, ba cidu hinh dau 12 khong hop 1é, vi cdc quan hau tin
cong nhau. Tuy nhién, cAu hinh thi tu 1a hdp 1é va c6 thé dudc md rong
thanh mot 15i giai hoan chinh bing c4ch dit thém hai quan hau l1én ban cé.
Chi c6 mot cach dé dit hai quan hau con lai.

Thuat toan c6 thé dude cai dat nhu sau:

void search(int y) {

if (y==n){
count++;
return;

¥

for (int x = 0; x < n; x++) {
if (column[x] || diagl[x+y] || diag2[x-y+n-1]) continue;
column[x] = diagl[x+y| = diag2[x-y+n-1] = 1;
search(y+1);
column[x] = diagl[x+y] = diag2[x-y+n-1] = 0;

}

Qua trinh tim kiém bdt dau bing 18i goi search(0). Kich thuéc ban c¢s 1a n x n,
va doan ma tinh s6 18i gidi vao bién count.

Doan ma gia st rdng cidc hang va cot ctia ban c¢d dudec danh sb tit 0 dén
n — 1. Khi ham search dudc goi véi tham sb y, né dat moét quan hau trén hang
y roi goi lai chinh né véi tham sb y + 1. Sau d6, néu y = n, mot 16i giai da
dudc tim thiy va bién count dudc ting thém mot.

Mang column theo doi cac cot da chita quan hau, con cac mang diagl va
diag2 theo doi cac duong chéo. Khong dudc thém mot quan hau khac vao mot
cot hodc duong chéo da chita quan hau. Vi du, cac cot va dusng chéo ctia ban
¢d 4 x 4 dudc danh sé nhu sau:

0123 0[1]2|3 314|516
01123 112134 2131415
011123 2131415 1121314
0(1]2]3 314156 011213
column diagl diag2

Goi g(n) 1a s6 cach dit n quan hau trén ban ¢ n x n. Thuat toan quay
lui & trén cho ta biét ring, ching han, ¢(8) = 92. Khi n ting, viéc tim kiém
nhanh chéng tré nén cham, vi s6 18i giai téing theo cip sé nhan. Vi du, tinh
q(16) = 14772512 bing thuat toan trén da mat khoadng mot phut trén mot
may tinh hién da

1Chua c6 cach nao dugc biét dé tinh hiéu qua céc gia tri 16n hon cta ¢(n). Ky luc hién
tai la ¢(27) = 234907967154122528, dudc tinh vao nam 2016 [55].
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5.4 Cait tia tim kiém

Ta thudng c6 thé t6i vu quay lui bing céach cit tia cay tim kiém. Y tuéng 1a
thém “su théng minh” vao thuat todn dé né nhan ra sém nhat c6 thé khi mot
15i giai bo phan khong thé dude mé rong thanh 16i giai hoan chinh. Nhitng
t61 wu nhu vay cé thé c6 anh huéng rat 16n dén hiéu qua ctia tim kiém.
Hay xét bai toan tinh s6 dudng di trong 1uéi n x n ti géc trén bén trai
dén géc dudi bén phai sao cho dudng di thim mdi 6 ding mot 1an. Vi du,
trong luéi 7 x 7, ¢6 111712 dudng di nhu vay. Mot trong cac duong di la:

[
[

|
|

Ta tap trung vao trudng hop 7 x 7, vi d6 khé ctia né6 phut hdp véi nhu cau
ctia ta. Ta bat dau véi mot thuat toan quay lui truc tiép, roéi tdi vu né ting
buée bing cac nhan xét vé cach cit tia tim kiém. Sau mai t6i wu, ta do thoi
gian chay ctia thuat toan va s6 16i goi dé quy, dé thay ré anh hudng cia ting
t6i uu 1én hiéu qua tim kiém.

Thuat toan co ban

Phién ban dau tién ctia thuat toan khong cé t6i uu nao. Ta chi dung quay
lui dé sinh tat ca cac duong di c6 thé tit géc trén bén trai dén géc dudi bén
phai va dém s6 duong di dé.

¢ thoi gian chay: 483 giay

* s6 151 goi dé quy: 76 ty

T6i uu 1

Trong moi 16i gidi, trudc tién ta di mot buée xudng duéi hodc sang phai. Luén
c6 hai dudng di déi xting nhau qua dudng chéo ctia luéi sau buée dau tién.
Vi du, cac dudng di sau la déi xing:

[
[
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Vi vay, ta c6 thé quy udc ring trude tién luon di mot bude xudng dudi
(hodc sang phai), roi cudi cung nhan s6 18i giai véi hai.

¢ thoi gian chay: 244 giay
* 56151 goi dé quy: 38 ty

T6i uu 2

Néu duong di dén 6 dudi bén phai truée khi da tham tat ca cac 6 khéc ctaa
lu6i, rd rang sé khong thé hoan thanh 18i giai. Vi du cho trudng hop nay la
duong di sau:

Dung nhan xét nay, ta c6 thé ding tim kiém ngay lap tic néu dén 6 duéi
bén phai qua sém.

¢ thoi gian chay: 119 giay
* 56 10i goi dé quy: 20 ty

T6i uu 3

Néu duong di cham vao bién va cé thé ré trai hodc ré phai, luéi bi chia thanh
hai phan déu chia cac 6 chua tham. Vi du, trong tinh huéng sau, dudng di
c6 thé ré trai hoic ré phai:

Trong trudng hdp nay, ta khong thé tham tat ca cac 6 nita, vi vay c6 thé
ding tim kiém. Téi uu nay rat hitu ich:

* thoi gian chay: 1.8 giay
* s6 181 goi dé quy: 221 triéu
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T6i uu 4

Y tudng ctia T6i uwu 3 ¢6 thé duge téng quat héa: néu dudng di khong thé tiép
tuc di thdng nhung c6 thé ré trai hoic ré phai, luéi bi chia thanh hai phan
déu chia cac 6 chua tham. Vi du, xét dudng di sau:

R& rang ta khong thé tham tat ca cac 6 niia, vi vay c6 thé diung tim kiém.
Sau tdi uu nay, viéc tim kiém rat hiéu qua:

¢ thoi gian chay: 0.6 giay

* s6 181 goi dé quy: 69 triéu

Bay gio 1a thoi diém t6t dé diung t6i wu thuat todn va xem ta da dat dudc gi.
Thoi gian chay ctia thuat toan ban dau 1a 483 gidy, con sau céc tdi uu, thoi
gian chay chi con 0.6 giay. Nhu vay, thuat toan da nhanh hon gan 1000 lan
sau cac toi uu.

Day la hién tugng thudng gip trong quay lui, vi ciy tim kiém thudng lén
va ngay ca cac nhan xét don gian ciing c6 thé cit tia tim kiém rat hiéu qua.
Dic biét hitu ich 1a cac t6i vu xuat hién trong nhitng buéc dau ctia thuat
toan, tiic 6 phan trén ctia cay tim kiém.

5.5 Chia d6i tim kiém (Meet in the middle)

Meet in the middle 12 mot ky thuat trong dé khong gian tim kiém dudc
chia thanh hai phan cé kich thuéc xap xi nhau. Ta thuc hién tim kiém riéng
cho tiing phan, rdi cudi cung két hop két qua ctia cac lan tim kiém.

Ky thuat nay c6 thé dung néu c6 mot cach hiéu qua dé két hop két qua
tim kiém. Trong tinh huéng nhu vay, hai 1an tim kiém c6 thé can it thoi
gian hon mot 1an tim kiém 16n. Théng thudng, ta c6 thé bién mot thira s6 2»
thanh mot thira s6 2"/2 bing k§ thuat meet in the middle.

Lam vi du, xét mot bai toan trong dé6 ta dudc cho mot danh sach n sé va
mot s6 =, va mudn biét liéu c6 thé chon mot s6 s6 tit danh sach sao cho téng
ctia chiing 1a = hay khéng. Vi du, véi danh sdch [2,4,5,9] va x = 15, ta c6 thé
chon céc s6 [2,4,9] dé duge 2 + 4 + 9 = 15. Tuy nhién, néu x = 10 véi cung
danh sach d6, khong thé tao ra téng nay.
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Mot thuat toan don gian cho bai toan 1a duyét qua moi tap con cta cac
phan ti va kiém tra xem tdng ctia tap con nio dé6 cé6 bing » khong. Thai
gian chay cta thuat toan nhu vay la O(2"), vi c6 2" tap con. Tuy nhién, dung
k¥ thuat meet in the middle, ta c6 thé dat dudc thuat toan hiéu qua hon
v6i thai gian 0(2n/ Luu y ring O(2") va O(2"/?) 1a cac @6 phiic tap khac
nhau vi 2"/2 bing /2.

Y tudng 1a chia danh sach thanh hai danh sach A va B sao cho ca hai
danh sach déu chita khoadng mot nita s6 phan t. Lan tim kiém thi nhat
sinh tat ca tap con ctia A va luu tdng ctia chiing vao danh sach S,. Tuong
tu, 1an tim kiém th hai tao danh sach Sz tit B. Sau d6, chi can kiém tra
xem c6 thé chon mot phan ti tit 54 vA mot phan tit khac tit Si sao cho téng
ciia chung 1a 2 hay khong. Didu nay xay ra ding khi c6 mot cach tao téng =
béng céc s6 trong danh sach ban dau.

Vi du, gia stt danh sach 14 [2, 4, 5,9] va 2 = 15. Pau tién, ta chia danh sach
thanh A = [2,4] va B = [5,9]. Sau d6, ta tao cac danh sach S, = [0,2,4,6] va
Sp = [0,5,9,14]. Trong trudng hop nay, cé6 thé tao tdng = = 15, vi S, chia
téng 6, Sp chia téng 9, va 6 + 9 = 15. Didu nay tuong ing véi 16i giai [2,4, 9].

Ta c6 thé cai dat thuat toan sao cho do phic tap thdi gian 1a 0(27/2).
Trudc tién, ta sinh cac danh sach da sdp xép S, va Sp, ¢6 thé 1am trong thoi
gian O(2"/?) biing mot k§ thuat giéng tron. Sau dé, vi cdc danh sach da dudc
sap xép, ta c6 thé kiém tra trong thoi gian O(2"/?) xem téng = c6 thé dudc
tao tut S, va Sp hay khong.

2Y tuéng nay dude E. Horowitz va S. Sahni giéi thiéu vao nim 1974 [39].
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Chuong 6

Thuat toan tham lam (Greedy
Algorithms)

Thuat toan tham lam (greedy algorithm) la thuat toan xay dung 16i giai
cho bai todn bing cach luén dua ra lua chon c6 vé tot nhat tai thdi diém hién
tai. Mot thuat toan tham lam khong bao gio rut lai cac lua chon ctia n6, ma
truc tiép xay dung 18i gidi cudi cung. Vi ly do nay, cic thuat toan tham lam
thuong rat hiéu qua.

Khé kh#n khi thiét ké thuat toan tham lam 12 tim mét chién ludc tham
lam ludn tao ra 18i giai t6i wu cho bai toan. Céac lua chon téi uu cuc bd trong
mot thuat todn tham lam ciing phai 1a t6i vu toan cuc. Thudng rat khé
chiing minh ring mét thuat toan tham lam 1a ding.

6.1 Bai toan dong xu

Lam vi du dau tién, ta xét mot bai toan trong dé ta dudc cho mot tap dong
xu va nhiém vu 12 tao ra mét téng tién n bing cac ddng xu dé. Gia tri cta
cdc ddng xu la coins = {cy, co, ..., ¢}, va mdi ddng xu c6 thé duge dung bao
nhiéu 1an tuy y. Can it nhat bao nhiéu dong xu?

Vi du, néu céc dong xu 1a cac dong euro (tinh theo xu)

{1,2,5, 10,20, 50, 100, 200}

va n = 520, ta can it nhat bén dong xu. Loi giai t6i uu 1a chon cac dong xu
200 + 200 + 100 + 20 ¢6 téng la 520.

Thuat toan tham lam

Mot thuat toan tham lam don gian cho bai toan luén chon dong xu 1én nhat
c6 thé, cho dén khi tao dugc téng tién can thiét. Thuat toan nay dung trong
vi du trén, vi trudc tién ta chon hai dong 200 xu, sau d6 mot dong 100 xu va
cudi cung mot dong 20 xu. Nhung thuat todn nay cé6 luon ding khong?

Hoéa ra néu cac dong xu la ddong euro, thuat toan tham lam luén diung,
tic 14 né ludn tao ra 18i giai dung it ddng xu nhat c6 thé. Tinh ding din cia
thuat toan c6 thé dudce chiing minh nhu sau:
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Thi nhat, mdi dong 1, 5, 10, 50 va 100 xuat hién nhidu nhat mot 1an
trong mot 16i giai t6i uu, vi néu 16i giai chia hai dong nhu vay, ta cé thé thay
ching bing mét dong xu va thu dugc 16i giai t6t hon. Vi du, néu 16i giai chia
c4c dong 5 + 5, ta c6 thé thay biang dong 10.

Tuong tu, cac dong 2 va 20 xuat hién nhidu nhat hai 1an trong mot 1i giai
t6i wru, vi ta c6 thé thay cdc dong 2 + 2+ 2 bing 5 + 1 va céc dong 20 + 20 + 20
bing 50 + 10. Hon nita, mot 13i giai t6i uu khong thé chiia cic dong 2 + 2 + 1
ho#c 20 + 20 + 10, vi ta c6 thé thay ching bing cac dong 5 va 50.

Dua trén cic nhan xét nay, ta c6 thé chiing minh véi mdi déng xu = rang
khong thé tao t6i vu mét tdng = hoc 16n hon chi bing cac ddng xu nhd hon
x. Vi du, néu z = 100, téng t6i uu 16n nhat dung cic déng xu nho hon la
50 +20 420 4+ 5 + 2 + 2 = 99. Do d6, thuat toan tham lam luén chon dong xu
16n nhat sé tao ra 16i giai t6i uvu.

Vi du nay cho thiy viéc chitng minh mét thuét toan tham lam 14 ding c6
thé khé, ngay ca khi ban than thuat toan rat don gian.

Trudng hdp tong quat

Trong trudng hop tdng quat, tap dong xu cé thé chiia bat ky gia tri ndo va
thuat toan tham lam khoéng nhéat thiét tao ra 16i giai téi vu.

Ta c6 thé chiing minh mot thuat toan tham lam khong ding bing cach
dua ra mot phan vi du trong dé thuat toan cho dap an sai. Trong bai toan
nay ta dé dang tim dudc phan vi du: néu cac dong xu la {1, 3,4} va tong muc
tiéu 1a 6, thuat toan tham lam tao ra 13i giai 4 + 1 + 1 trong khi 13i giai t6i
uu la 3 + 3.

Chua biét liéu bai toan dong xu tdng quat c6 thé dudc giai bing mot thuat
toan tham lam nao hay khéong| Tuy nhién, nhu ta sé thay trong Chuong 7,
trong mot sd trusng hop, bai toan téng quat cé6 thé dudc giai hiéu qua bing
thuat toan quy hoach dong luén cho dap an ding.

6.2 Lap lich

Nhié&u bai toan 14ap lich c6 thé dudc giai bing thuat toan tham lam. Mat bai
toan kinh dién nhu sau: Cho n su kién cung thoi diém bat dau va két thic
ciia ching, hay tim mét lich chita nhidu su kién nhét c6 thé. Khong thé chon
mot phan ctia mét su kién. Vi du, xét cac su kién sau:

event starting time ending time
A 1 3

B 2 5
C 3 9
D 6 8

ITuy nhién, c6 thé kiém tra trong thoi gian da thic xem thuat toan tham lam trinh bay
trong chuong nay cé dung véi mot tap dong xu cho truée hay khong [53].
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Trong trudng hdp nay, s6 su kién téi da 1a hai. Vi du, ta c6 thé chon cac su
kién B va D nhu sau:
C |
D ]

C6 thé nghi ra nhidu thuat toan tham lam cho bai todan nay, nhung thuat
toan nao dung trong moi truong hop?

Thuat toan 1

Y tuéng dau tién 1a chon céc su kién ngdn nhat c6 thé. Trong vi du, thuat
toan nay chon cac su kién sau:

Tuy nhién, chon céc su kién ngdn khong phai lic nao ciing la chién lugc
ding. Vi du, thuat toan that bai trong trudng hop sau:
L ]
[ ]
L ]
Néu chon su kién ngén, ta chi c6 thé chon mét su kién. Tuy nhién, van cé
thé chon ca hai su kién dai.

Thuat toan 2

Mot ¥ tuéng khac 1a luén chon su kién tiép theo c6 thé bdt dau sém nhét.
Thuéat toan nay chon cac su kién sau:

Tuy nhién, ta ciing c6 thé tim phan vi du cho thuat toan nay. Vi du, trong
truong hop sau, thuat toan chi chon mot su kién:
| |
[ ]

]

Néu chon su kién dau tién, ta khong thé chon thém su kién nao khac. Tuy
nhién, c6 thé chon hai su kién con lai.
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Thuat toan 3

Y tudéng thi ba 1a luén chon su kién tiép theo c6 thé két thiic sém nhéat. Thuat
toan nay chon cac su kién sau:

Hoéa ra thuat toan nay ludn tao ra 18i giai t6i uu. Ly do 1a viéc dau tién
chon mét su kién két thiic sém nhét c6 thé luén 1a mot lua chon tdi uu. Sau
do, viéc chon su kién tiép theo bing cung chién ludc ciing 1a tdi uu, va ci
tiép tuc nhu vay cho dén khi khong thé chon thém su kién nio.

Mot cach chitng minh thuat toan ding 1a xét didu gi xay ra néu truée
tién ta chon mét su kién két thiic muédn hon su kién két thic sém nhat cé
thé. Khi d6, ta sé c6 nhidu nhat cung s6 lya chon cho su kién tiép theo. Vi
vay, chon mét su kién két thiic mudén hon khéng bao gid cho 13i giai tét hon,
va thuat toan tham lam la ding.

6.3 Cong viéc va han chét

Bay gio hay xét mot bai toan trong doé ta dude cho n cong viéc véi thoi luong
va han chét, va nhiém vu 1a chon thi tu thuc hién céac cong viéc. Vi moi
cong viéc, ta nhan dudc d — = diém, trong dé6 d 12 han chét ctia cong viéc va =
12 thoi diém ta hoan thanh cong viéc. Téng diém 16n nhat c6 thé dat dudc 1a
bao nhiéu?

Vi du, gia st cac cong viéc nhu sau:

task duration deadline

A 4 2
B 3 5
C 2 7
D 4 5

Trong trudng hop nay, mét lich téi vu cho céc cong viéc nhu sau:

0 5 10

Trong 15i giai nay, C cho 5 diém, B cho 0 diém, A cho —7 diém va D cho —8
diém, nén tong diém 1a —10.

Diéu bat ngd 1a 15i giai tdi vu ctia bai toan hoan toan khéng phu thudc
vao céc han chét, ma mot chién luge tham lam ding chi 1a thuc hién céc cong
viéc theo thit tu thoi luong tding dan. Ly do 1a néu ta ting thuc hién hai cong
viéc lién tiép sao cho cong viéc dadu mat nhiéu thai gian hon cong viée thi
hai, ta c6 thé c6 15i giai t6t hon néu déi chd hai cong viéc. Vi du, xét lich sau:
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X Y |

~ ~

b a

Lic nay X cho it hon b diém va Y cho nhiéu hon o diém, nén tdng diém ting
thém a — b > 0. Trong mét 18i giai t6i wu, v6i moi cip cong viéc lién tiép, cong
viéc ngdn hon phai ding truée cong viéc dai hon. Do d6, cac cong viéc phai
dudc thuc hién theo thi tu thoi lugng ting dan.

6.4 T6i thiéu héa téng

Tiép theo ta xét mot bai toan trong d6 ta dudc cho n sd a1, as, . . ., a, va nhiém
vu 12 tim mot gia tri « 1am nhé nhéat téng

lay — x|+ |ag — x|+ -+ - + |a, — |

Ta tap trung vao cac truong hop ¢ = 1 va ¢ = 2.

Truong hgp c =1
Trong trudng hop nay, ta can t6i thiéu héa téng
lag — x|+ |ag — x| + -+ + |a, — x|
Vi du, néu cdc s6 1a [1,2,9,2, 6], 18i giai t6t nhat 1a chon 2 = 2, tao ra tong
12|+ [2—2/+]9—2(+[2—2 +6—2 =12

Trong truong hop téng quat, lua chon t6t nhat cho z 1a trung vi cta céc
s0, tic sb 6 gitia sau khi sip xép. Vi du, danh sach [1,2,9,2,6] tré thanh
[1,2,2,6,9] sau khi sp xép, nén trung vi 1a 2.

Trung vi 12 mét lua chon ti uu, vi néu x nhé hon trung vi, téng sé nhé
hon khi ting =, va néu x 16n hon trung vi, tdng sé nhé hon khi giam z. Vi
vay, 16i giai t6i uu la = bing trung vi. Néu n chén va c6 hai trung vi, ca hai
trung vi v moi gia tri gitta ching déu la lua chon t6i uvu.

Truong hop c =2
Trong trudng hop nay, ta can t6i thiéu héa téng

(al_I>2—|—(CL2—x)2+..._|_(an_x)2‘
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Vi du, néu cac s6 1a [1,2,9, 2, 6], 18i giai tot nhat 1a chon = = 4, tao ra téng
(1—42+(2-4)2+(9— 42+ (2—4)? + (6 — 4)? = 46.

Trong trusng hop téng quat, lua chon t6t nhat cho x 1a trung binh cta céc
s6. Trong vi du, trung binh 1a (1 +2 49+ 2+ 6)/5 = 4. Két qua nay c6 thé
dudc suy ra bing cach viét tong nhu sau:

na? —2x(ay +ag + - +ay) + (@} + a3+ -+ a?)

Phan cubi khong phu thudc vao z, nén ta c6 thé b qua. Céac phan con lai tao
thanh ham na2? — 2xs, trong d6 s = a; +ay + - - - + a,,. Pay 14 mot parabol mé
1én c6 cac nghiém z = 0 va x = 2s/n, va gia tri nhé nhat ndm tai trung binh
ctia hai nghiém, tic » = s/n, chinh 1a trung binh ctia cac b a1, as, . . . , a,.

6.5 Nén di licu

A binary code assigns for each character trong mot chudi mot codeword
gdm cac bit. Ta c6 thé nén chudi bing ma nhi phan bing cach thay méi ky
tu bang codeword tuong ting. Vi du, ma nhi phan sau gan codeword cho céc
ky tu A-D:

character codeword

A 00
B 01
C 10
D 11

Day 1a ma @6 dai e¢bé dinh, nghia 1a d6 dai ctia moi codeword déu gidng
nhau. Vi du, ta c6 thé nén chudi AABACDACA bing céch sau:

000001001011001000

Dung ma nay, do dai ctia chudi da nén 1a 18 bit. Tuy nhién, ta c6 thé nén
chudi t6t hon néu dung ma a6 dai bién ddi, trong dé cac codeword c6 thé
c6 do dai khac nhau. Khi d6 ta c6 thé gan codeword ngin cho céc ky tu xuét
hién thuong xuyén va codeword dai cho cédc ky tu hiém khi xuat hién. Héa
ra mot ma téi wu cho chudi trén la:

character codeword

A 0
B 110
C 10
D 111

Mot ma téi vu tao ra chudi nén ngin nhat cé thé. Trong trusng hop nay,
chudi nén dung ma t6i vu la

001100101110100,
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nén chi can 15 bit thay vi 18 bit. Vi vay, nhd mdt ma t6t hon, ta c6 thé tiét
kiém 3 bit trong chudi nén.

Ta yéu cau khong c6 codeword nao 12 tién t4 ctia mot codeword khac. Vi
du, mét ma khong dude phép chita dong thai hai codeword 10 va 1011. Ly
do 14 ta muén c6 thé khéi phuc chudi géc tir chudi nén. Néu mot codeword
c6 thé 1 tién t6 ctia codeword khac, didu nay khong phai ldc nao ciing thue
hién dudc. Vi du, ma sau khong hop lé:

character codeword

A 10
B 11
C 1011
D 111

Dung ma nay, ta khong thé biét chudi nén 1011 tuong ting véi chudi AB hay
chuoi C.

Ma héa Huffman (Huffman coding)

Huffman codin 12 mot thuat toan tham lam xay dung ma t6i vu dé nén
mdot chudi cho truée. Thuat toan xay dung mot cay nhi phan dua trén tan
suit xudt hién cta cac ky tu trong chubi, va codeword ctia mdi ky tu c6 thé
duoc doc bang cach di theo dusng tir gbc dén nit tuong ting. Pi sang trai
tuong ung véi bit 0, va di sang phai tuong dng vdéi bit 1.

Ban dau, mdi ky tu ctia chudi dudc biéu dién bsi moét nit c6 trong s6 1a
s6 lan ky tu d6 xuat hién trong chudi. Sau d6, 6 mdi budc, hai niit c6 trong
s6 nhé nhat dudc ghép lai bing cach tao mot nit mdi c6 trong sd biing téng
trong sb cia cac nut ban dau. Qua trinh tiép tuc cho dén khi moi nat da
dudc ghép.

Tiép theo ta sé xem ma héa Huffman tao ma t6i uu cho chudi AABACDACA.
Ban dau, c6 bon nit tuong ng véi cac ky tu ctia chubdi:

© 9 © ¢

Nut biéu dién ky tu A c6 trong sd 5 vi ky tu A xuét hién 5 1an trong chubdi.
Céc trong sb6 khac dudc tinh tuong tu.

Budéc dau tién 1 ghép céc nut tuong tng véi ky tu B va D, ca hai déu c6
trong s6 1. Két qua la:

0 o &%

2D. A. Huffman discovered this method da phat hién phuong phap nay khi giai mot bai
tap 6 dai hoc va cong bd thuat toan vao ndm 1952 [40].
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Sau d6, c4ac nit cé trong sd 2 ducc ghép lai:

Bay gio moi ntit déu da ndm trong cay, nén ma da sdn sang. Cac codeword
sau c6 thé dudc doc tu cay:

character codeword

A 0
B 110
C 10
D 111

70



Chucong 7

Quy hoach dong (Dynamic
Programming)

Dynamic programming 12 mét kj thuat két hop tinh ding dén ctia tim
kiém toan bo va hiéu qua cia thuat toan tham lam. Quy hoach dong c6 thé
dude ap dung néu bai toan c6 thé chia thanh céc bai toan con chéng 1an c6
thé duoc giai doc lap.

C6 hai cach dung quy hoach dong:

* Tim 16i giai t6i wu (Finding an optimal solution): Ta mudn tim mot
15i gidi 16n nhét c6 thé hodc nhd nhat c6 thé.

* Pém sb 16i giai (Counting the number of solutions): Ta mudn tinh
tong s6 15i giai c6 thé.

Truéc tién ta sé xem quy hoach dong cé thé ducce dung dé tim 13i giai tdi
uu nhu thé nao, rdi diing cung y tuéng dé dé dém sb 1vi giai.

Hiéu quy hoach déng 1a mot cot méc trong su nghiép ctia moi lap trinh
vién thi dau. Du y tuéng co ban kha don gian, thit thach ndm & cach ap
dung quy hoach dong vao cac bai toan khac nhau. Chuong nay gidi thiéu
mot nhém bai toan kinh dién 1a diém khéi dau tét.

7.1 Bai toan dong xu

Trudc tién ta tap trung vao mot bai toan da giap 6 Chuong 6: Cho tap gia tri
ddong xu coins = {cy, ¢y, ..., ¢} va tong tién muc tiéu n, nhiém vu 1a tao tong
n bing it ddng xu nhat c6 thé.

Trong Chuong 6, ta da giai bai toan bing thuat toan tham lam luén chon
déng xu 16n nhat c6 thé. Thuat toan tham lam ding, ching han, khi cac
dong xu la déng euro, nhung trong trudng hdp téng quat thuat toan tham
lam khong nhat thiét tao ra 18i giai tdi vu.

Bay gi¢ 1a Idc giai bai toan mot cach hiéu qua bing quy hoach déng, dé
thuat toan dung véi moi tap dong xu. Thuat todn quy hoach dong dua trén
mot ham dé quy duyét qua moi kha ning dé tao téng, gidng nhu thuat toan

71



vét can. Tuy nhién, thuat toan quy hoach déong hiéu qua vi né dung ghi nhd
(memoization) va chi tinh d4p 4n cho mdi bai toadn con mot 1an.

Cong thiac dé quy

Y tudng trong quy hoach déng la phat biéu bai to4n theo cach dé quy dé 1si
gidi ctia bai toan c6 thé dugc tinh tir 15i gidi ctia c4c bai toan con nhé hon.
Trong bai toan dong xu, mot bai toan dé quy tu nhién 1a: can it nhat bao
nhiéu dong xu dé tao tdng z?

Goi solve(x) 1a s6 dong xu t6i thiéu can dé tao téng z. C4c gi4 tri ctia ham
phu thudc vao gia tri ciia cdc dong xu. Vi du, néu coins = {1, 3,4}, cdc gi4 tri
dau tién ctia ham nhu sau:

W WO NN~ RPN~ O

) =

Vi du, solve(10) = 3, vi can it nhat 3 dong xu dé tao tong 10. Loi giai tdi
uula 3+ 3+ 4 = 10.

Tinh chéat cbt 16i clia solve 1 c4c gia tri cia né c6 thé dudce tinh dé quy tu
céc gia tri nhé hon. Y tudng la tap trung vao dong xu ddu tién ta chon cho
tdng. Vi du, trong tinh huéng trén, déng xu dau tién cé6 thé 1a 1, 3 hoic 4.
Néu trudc tién chon déng 1, nhiém vu con lai 14 tao téng 9 bing s6 dong xu
it nhat, day 1a mot bai toan con ciia bai toan ban dau. Di nhién, diéu tuong
tu ciing dung véi cac dong 3 va 4. Do dé, ta c6 thé dung cong thiic dé quy
sau dé tinh s6 ddng xu t6i thiéu:

solve(z) = min(solve(x — 1) + 1,
solve(x — 3) + 1,
solve(x — 4) + 1).

Trudng hop cd s6 clia dé quy 1a solve(0) = 0, vi khong can dong xu nao dé tao
téng rong. Vi du,

solve(10) = solve(7) 4+ 1 = solve(4) + 2 = solve(0) + 3 = 3.

Bay gid ta da s&n sang dua ra ham dé quy téng quat tinh s6 déng xu tdi

72



thiéu can dé tao téng z:

00 <0
solve(z) =< 0 =0

MiNccoms SOlve(z —c¢) +1 x>0

Truée hét, néu = < 0, gia tri 14 oo, vi khéng thé tao mét tong tién am.
Sau d6, néu = = 0, gia tri 1a 0, vi khéng can dong xu nao dé tao téng rong.
Cubi cung, néu x > 0, bién ¢ duyét qua moi kha néng chon déng xu dau tién
ciia tong.

Khi da tim dudc ham dé quy giai bai toan, ta c6 thé cai dit truc tiép 1oi
giai trong C++ (hing INF biéu dién v6 cuc):

int solve(int x) {
if (x < 0) return INF;
if (x == 0) return 0;
int best = INF;
for (auto ¢ : coins) {
best = min(best, solve(x-c)+1);
}

return best;

}

Tuy nhién, hAm nay van chua hiéu qua, vi c6 thé c6 s6 cach tao téng theo
cap s6 nhan. Tiép theo ta sé& xem cach 1am cho ham hiéu qua bing k§ thuat
goi la memoization.

Dung ghi nhé

Y tuéng cta quy hoach dong la dung memoization dé tinh hiéu qua céc

gia tri cia mot ham dé quy. Diéu nay c6 nghia 1a cac gia tri cia ham dudc

luu trong mot mang sau khi tinh xong. V6i mdi tham s, gia tri cia ham chi

dude tinh dé quy mot 1an, va sau d6 c6 thé dudc 14y truc tiép tit mang.
Trong bai toan nay, ta dung cac mang

bool ready|[N];
int value[NJ;

trong d6 ready|x] cho biét gia tri ctia solve(x) da dudc tinh hay chua, va
néu da tinh, value[r] chia gia tri d6. Hing N dudc chon sao cho tit ca cac
gid tri can thiét déu ndm vira trong mang.

Bay gio ham c6 thé dudc cai dit hiéu qua nhu sau:

int solve(int x) {
if (x < 0) return INF;
if (x == 0) return 0;
if (ready[x]) return value[x];
int best = INF;
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for (auto c : coins) {
best = min(best, solve(x-c)+1);

}
value[x] = best;
ready[x] = true;

return best;

}

Ham x1 1y cac truong hop cd sé x < 0 va x = 0 nhu truée. Sau dé ham
kiém tra ready[z] dé biét solve(x) da dugc luu trong value[z] hay chua, va néu
da c6, ham tra vé truc tiép gi4 tri d6. Néu khong, ham tinh gi4 tri ctia solve(r)
bang dé quy va luu né vao value|x].

Ham nay hoat dong hiéu qua, vi d4p an cho mdi tham s6 = chi dudc tinh
dé quy mot 1an. Sau khi mot gia tri cta solve(r) da dugce luu trong value[z],
né6 cé thé dude 1ay ra hiéu qua bat cti khi ndo ham dude goi lai véi tham sb x.
D6 phiic tap thoi gian cta thuat toan 14 O(nk), trong dé6 » 1a tong muc tiéu
va k 1a s6 luong dong xu.

Luu y réng ta ciing c6 thé lgp xay dung mang value bing mét vong lap
don gian tinh tat ca cac gia tri ctia solve véi tham s6 0. .. n:

value [0] = 0;
for (int x = 1; x <=n; x++) {
value[x] = INF;
for (auto ¢ : coins) {
if (x-¢ >=0){
value[x] = min(value[x], value[x-c]+1);
}

}

Thuc té, hau hét 1ap trinh vién thi dau thich cach cai dit nay hon, vi né
ngin hon va ¢6 hiing s6 nhé hon. T gio tré di, trong céc vi du ta ciing dung
cac cai dit dang lap. Du vay, thuong sé dé suy nghi vé 16i giai quy hoach
dong theo cac ham dé quy hon.

Xay dung mot loi giai

Déi khi ta dudc yéu cau via tim gia tri ctia 16i giai téi uwu vita dua ra mot
vi du vé cach xay dung 18i giai d6. Trong bai toan dong xu, chdng han, ta
c6 thé khai bao thém mét mang cho biét véi mdi téng tién dong xu dau tién
trong mot 15i giai téi vu:

int first [N];

Sau d6, ta c6 thé stta thuat toan nhu sau:

value [0] = 0;
for (int x =1; x <=n; x++) {
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value[x] = INF;
for (auto ¢ : coins) {
if (x-¢ >= 0 && value[x-c]+1 < value[x]) {
value[x] = value[x-c]+1;
first [x] = ¢;

}

Sau d6, doan ma sau c6 thé dugc ding dé in cic dong xu xuat hién trong
mot 16i giai tdi vu cho téng n:

while (n > 0) {
cout << first[n] << "\n”;
n -= first [n];

Pém sb 10i giai

Bay gio hay xét mot phién ban khéc ciia bai toan dong xu, trong d6 nhiém vu
12 tinh tdng s6 cach tao ra téng = bing cdc dong xu. Vi du, néu coins = {1, 3,4}
va z = 5, ¢6 tdng cong 6 cach:

e I+1+1+1+1 *3+1+1
* 1+1+3 e 1+4
* 1+3+1 ° 4+1

Mot 1an nita, ta c6 thé gidi bai toan biing dé quy. Goi solve(x) 14 s6 cach
ta c6 thé tao tdng . Vi du, néu coins = {1, 3,4}, thi solve(5) = 6 va cong thic
dé quy la

solve(z) =solve(xr — 1)+
solve(z — 3)+

solve(x — 4).
Khi d6, ham dé quy téng quat nhu sau:

0 <0
solve(z) =< 1 x=0
Y eccoms Solve(z —¢) x>0
Néu z < 0, gi4 tri 14 0, vi khong c6 15i giai nao. Néu z = 0, gia tri 1la 1, vi
chi c6 mot cach tao téng réng. Nguoc lai, ta tinh tdng ctia moi gia tri dang
solve(x — ¢) trong d6 ¢ thudc coins.
Poan ma sau xdy dung mang count sao cho count|r] bing gia tri caa
solve(z) v6i 0 < x < n:
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count|[0] = 1;
for (int x = 1; x <=n; x++) {
for (auto ¢ : coins) {
if (x-¢ >=0) {
count[x| += count[x-c|;
}

}

Thuong thi s6 16i giai rat 16n dén miic khong can tinh con s6 chinh xéc,
ma chi cAn dua ra dap 4n modulo m, vi du m = 10° + 7. Diéu nay c6 thé
dudc thuc hién bing cach stta méa sao cho moi phép tinh déu dudc thuc hién
modulo m. Trong doan ma trén, chi can thém dong

count[x] %= my;

sau dong

count[x] 4= count[x-c|;

Bay gio ta da thao luadn moi y tuéng co ban ctia quy hoach dong. Vi quy
hoach dong c6 thé dudc dung trong nhiéu tinh hudng khac nhau, bay gio
ta sé di qua mot tap cac bai toan minh hoa thém nhiing kha niang ctia quy
hoach dong.

7.2 Day con ting dai nhit (Longest increasing
subsequence)

Bai toan dau tién 12 tim longest increasing subsequence trong mét mang
c6 n phan ti. Day 14 mét day cic phan ti ciia mang c6 d§ dai 16n nhéat, di ti
trai sang phai, va mdi phan ti trong diy 16n hon phan t ding truée né. Vi
du, trong mang

day con ting dai nhat chida 4 phan ti:

o 1 2 3 4 5 6 7
61215 |1 |7|4|8]|3

\UANEA g

Goi length(k) 1a do dai ctia day con tang dai nhat két thuc tai vi tri k. Do
d6, néu tinh tat ca cac gid tri length(k) v6i 0 < k < n — 1, ta s& tim dugc do
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dai ctia day con ting dai nhat. Vi du, cac gi4 tri cia ham véi mang trén nhu
sau:

length(0) = 1
length(1) 1
length(2) 2
length(3) 1
length(4) = 3
length(5) = 2
length(6) = 4
length(7) = 2

Vi du, length(6) = 4, vi ddy con tang dai nhat két thic tai vi tri 6 gom 4
phan ti.

Dé tinh gia tri length(k), ta cAn tim mot vi tri i < k sao cho array[i] <
array[k] va length(i) 16n nhat c6 thé. Khi d6 ta biét riing length(k) = length(i)+
1, vi day 1a cach t6i uwu dé thém array[k] vao mot day con. Tuy nhién, néu
khong c6 vi tri ¢ nhu vay, thi length(k) = 1, nghia 1a day con chi chda array[k|.

Vi moi gid tri cia ham c6 thé dudc tinh tit c4c gia tri nhé hon, ta c6 thé
dung quy hoach déng. Trong doan ma sau, cac gia tri cia ham sé dudc luu
trong mang length.

for (int k = 0; k < n; k++) {
length[k] = 1;
for (int i =0;1 <k; i4++) {
if (array[i] < arraylk]) {
length[k] = max(length[k],length[i]41);
}

}

Poan ma nay chay trong thdi gian O(n?), vi né gdbm hai vong lip long
nhau. Tuy nhién, ciing c6 thé cai dit phép tinh quy hoach dong hiéu qua
hon trong thdi gian O(nlogn). Ban c6 tim dudc cach lam khong?

7.3 Duong di trong ludi

Bai toén tiép theo 1a tim moét duong di ti géc trén bén trai dén géc dudi bén
phai ctia ludi n x n, sao cho ta chi di xuéng hosc sang phai. Mdi 6 chita mot
s6 nguyén duong, va duong di can dudc xay dung sao cho tdng céc gia tri
trén duong di 16n nhat c6 thé.

Hinh sau cho thiy mot duong di t6i uu trong luéi:
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3(7/9|2|7
98 3|5|5
11719815
3/8|6|4|10
6/3/9|7|8

Téng cac gi4 tri trén dudng di 14 67, va day 1a téng 16n nhat c6 thé trén mot
duong di tir géc trén bén trai dén géc dudi bén phai.

Gia stt cdc hang va cot ctia ludi duge danh s6 tir 1 dén n, va value[y|[z]
bing gia tri cia 6 (y, z). Goi sum(y, z) 1a tong 16n nhat trén mot duong di tir
géc trén bén trai dén 6 (y,r). Khi d6é sum(n,n) cho ta tong 16n nhat tir géc
trén bén trai dén géc duéi bén phai. Vi du, trong ludi trén, sum(5, 5) = 67.

Ta c6 thé tinh cac téng bing dé quy nhu sau:

sum(y, ) = max(sum(y,z — 1), sum(y — 1, x)) + value[y|[z]

Coéng thiic dé quy dua trén nhan xét ring mot duong di két thic tai 6
(y, ) ¢6 thé di dén tit 6 (y,z — 1) ho#c 6 (y — 1, 2):

Do d6, ta chon huéng lam téng 16n nhat. Ta gid st sum(y,z) = 0néuy = 0
hodc x = 0 (vi khong ton tai dudng di nhu vay), nén cong thic dé quy ciing
ding khi y = 1 hoac = = 1.

Vi ham sum cé hai tham sb, mang quy hoach dong ciing c6 hai chiéu. Vi
du, ta c6 thé dung mang

int sum|[N][N];

va tinh cac téng nhu sau:

for (int y =1;y <=mn;y++) {
for (int x = 1; x <=n; x++) {
| mmbll] = mas(oumllfet] 1

}

Do phtic tap thoi gian ctia thuat toan 1a O(n?).

74 Cac bai toan ba 160 (Knapsack)

Thuat ngit knapsack chi c4c bai toan trong dé ta dude cho mot tap do vat,
va can tim céc tap con c6 mot sb tinh chat. Cac bai toan ba 16 thuong cé6 thé
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dudc giai bing quy hoach dong.

Trong phan nay, ta tp trung vao bai toan sau: Cho moét danh sach trong
luong [w1, ws, . .., w,], hdy xdc dinh tit ca cdc tong c6 thé dudc tao bing cac
trong luong dé. Vi du, néu cac trong luong 1a [1, 3, 3, 5], cac tong sau la cé
thé:

012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X X X X X X X X X X X

Trong truong hop nay, moi téng tit 0. .. 12 déu c6 thé tao dudc, trix 2 va
10. Vi du, tdng 7 12 c6 thé vi ta c6 thé chon c4c trong luong [1, 3, 3].

Dé giai bai toan, ta tap trung vao cdc bai toan con trong dé chi dung &
trong lugng dau tién dé tao téng. Dt possible(z, k) = true néu ta c6 thé tao
téng x bing k trong lugng dau tién, va ngudc lai possible(z, k) = false. Cc
gi tri ctia ham c6 thé dudc tinh dé quy nhu sau:

possible(z, k) = possible(x — wy, k — 1) V possible(x, k — 1)

Cong thic dua trén viéc ta c6 thé dung hodc khong dung trong luong w;
trong téng. Néu dung wj, nhiém vu con lai 1a tao téng z — wy, bing k — 1
trong luong dau tién, va néu khéng dung wy,, nhiém vu con lai 1a tao téng =
bing k — 1 trong luong dau tién. Cac trudng hop co sé 1a

true =0

possible(z,0) = {false 40

vi néu khong dung trong ludng nao, ta chi cé thé tao tdng 0.
Bang sau cho thay moi gi4 tri ctia ham véi cac trong luong [1, 3, 3, 5] (ky
hiéu “X” biéu thi c4c gi4 tri dung):

K\l 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 X

1 X X

21X X X X

3| X X X X X X

41X X X X X X X X X X X

Sau khi tinh céc gi4 tri d6, possible(z, n) cho ta biét liéu c6 thé tao tong »
béng tat cd trong luong hay khong.

Goi W 1a tdng ctia cac trong luong. Loi gidi quy hoach déng thoi gian
O(nW) sau day tuong ting véi ham dé quy:

possible [0][0] = true;
for (int k =1; k <=n; k++) {
for (int x = 0; x <= W; x++) {
if (x-w[k] >= 0) possible[x][k] |= possible [x-w[k]][k-1];
possible [x][k] |= possible [x][k-1];
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Tuy nhién, day 12 mot cai dit t6t hon chi dung mang mot chiéu possible[z]
cho biét liéu ta c6 thé tao mot tap con cé téng » hay khong. Meo la cap nhat
mang ti phai sang trai véi moi trong luong mdi:

possible [0] = true;
for (int k = 1; k <=n; k++) {
for (int x = W; x >=0; x-) {
if (possible[x]) possible [x+w[k]] = true;
}

}

Luu ¥y ring y tudng téng quat dude trinh bay 6 day cé thé dung trong
nhiéu bai to4an ba 1. Vi du, néu ta dudc cho cac do vat cé trong lusng va gia
tri, ta c6 thé xac dinh véi mdi téng trong ludng, téng gia tri 16n nhat ctaa
mot tap con.

7.5 Khoang cach chinh sua (Edit distance)

edit distance hay Levenshtein distance[1a s6 thao t4c chinh sita it nhat
can dé bién mot chudi thanh mot chudi khac. Cac thao tac chinh sita dude
phép la:

* chén mot ky tu (vi du ABC — ABCA)
¢ x6a mot ky tu (vi du ABC — AC)
* stta mot ky tu (vi du ABC — ADC)

Vi du, khoang cach chinh stta gitta LOVE va MOVIE la 2, vi truéc tién
ta c6 thé thuc hién thao tac LOVE — MOVE (stta) rdi thao tac MOVE —
MOVIE (chén). Day 1a s6 thao tac nhé nhat c6 thé, vi ré rang chi mot thao
tac la khong du.

Gia sit ta dudc cho chudi x ¢6 dd dai n va chudi y c6 d6 dai m, va mudn
tinh khoang cach chinh sta gitia x va y. Dé giai bai toan, ta dinh nghia
ham distance(a, b) cho biét khodng cach chinh stia gitta cdc tién t6 x[0. . . q]
va y[0...b]. Do d6, dung ham nay, khoang cich chinh sta giita x va y béng
distance(n — 1,m — 1).

Ta c6 thé tinh céc gia tri cia distance nhu sau:

distance(a, b) = min(distance(a,b — 1) + 1,
distance(a — 1,b0) + 1,
distance(a — 1,b — 1) + cost(a, b)).

O day cost(a,b) = 0 néu x[a] = y[b], va ngudc lai cost(a, b) = 1. Cong thitc xét
cac cach sau dé chinh stia chudi x:

IKhoang cach nay dudc dit theo tén V. I. Levenshtein, ngudi nghién citu né trong lién
hé v6i ma nhi phan [49].
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e distance(a,b — 1): chén mot ky tu vao cudi x

e distance(a — 1,b): x6a ky tu cudi ctia x

e distance(a — 1,b — 1): khép hodc stta ky tu cudi ciia x
Trong hai trubpg hgp dau, can mot thao toéc chinh stia (chen boéc x0a). TrO{lg
truong hop cudi, néu x[a] = y[b], ta c6 the khdp cac ky tu cudi ma khong can

chinh siia, va ngudc lai can mot thao tac chinh siia (stia).
Bang sau cho thay cac gia tri cia distance trong vi du:

M OV I E
0]1]2]3[4]5
L{1(1(2(3]4]5
O12121112(314
Vi3d|3|2]1|2]3
E|4]14]|3|22)|2

Géc dudi bén phai cia bang cho ta biét rang khoang cach chinh sita giita
LOVE va MOVIE 1a 2. Bang ciing cho thay cach xay dung diy thao tac chinh
stta ngan nhat. Trong trudng hop nay, dudng di nhu sau:

M OV I E

112131415
L1 2131415
O] 2 2134
Vi3 3
E|4 31212

Cac ky tu cubi cia LOVE va MOVIE bing nhau, nén khoang cich chinh
stia gitta ching bing khoang cach chinh stia gitta LOV va MOVI. Ta c6 thé
ding mét thao tac chinh stta dé xéa ky tu I khéi MOVI. Do d6, khoang céach
chinh stta 16n hon mét don vi so véi khoang cach chinh stta gitta LOV va
MOV, v.v.

7.6 Dém cach lat gach

Doi khi cac trang thai cia mot 16i giai quy hoach dong phic tap hon nhitng
t6 hop ¢6 dinh cia cac s6. Lam vi du, xét bai toan tinh s cach khac nhau dé
14t mot 1uéi n x m bing cac vién gach kich thuée 1 x 2 va 2 x 1. Vi du, mot
16i giai hdp 1é cho ludi 4 x 7 1a
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va tong s6 10i giai 1a 781.

Bai toan c6 thé dudc giai bing quy hoach dong bing cach duyét luéi theo
ting hang. Mbi hang trong mot 18i gidi c6 thé dude biéu dién bing mot chudi
chia m ky tu tu tap {N,U, =, 3}. Vi du, 13i giai 6 trén gdbm bén hang tuong
ing véi cac chudi sau:

L

e MICOnMNcarnt
e LCounnu
e COCJuunmn
L I | |

Goi count(k, ) 12 s6 cach xay dung 13i gidi cho cdc hang 1...k cta luéi
sao cho chudi z tuong ding véi hang k. O day ¢6 thé dung quy hoach dong, vi
trang thai cia mot hang chi bi rang budc béi trang thai ctia hang trudce dé.

Mot 16i giai 14 hop 1é néu hang 1 khong chia ky tu U, hang n khong
chita ky tu 1, va moi cip hang lién tiép déu twong thich. Vi du, cac hang
L COUnnu va C3C 3 U la tuong thich, trong khi cachangnmcaomnco M
va CJCJC 3 U 1a khong tuong thich.

Vi mét hang gom m ky tu va mdi ky tu c6 bon lua chon, sé6 hang khac
nhau nhiéu nhat 1a 4™. Do d6, do phtc tap thoi gian cia 16i giai 1a O(n4*™)
vi ta c6 thé duyét qua O(4™) trang thai c6 thé cho mdi hang, va véi méi trang
thai, c6 O(4™) trang thai c6 thé ctia hang truée dé. Trong thuc té, nén xoay
luéi sao cho canh ngén hon c¢6 d6 dai m, vi thita s6 4™ chi phdi do phiic tap
thoi gian.

Cé6 thé 1am 15i giai hiéu qua hon bing cach dung biéu dién gon hon cho
cac hang. Héa ra chi can biét nhiing cot nao cia hang truéc chita 6 phia trén
ctia mot vién gach doc. Vi vay, ta c6 thé biéu dién mét hang chi bing cac ky
tu M va 0O, trong d6 [ 1a mot t6 hop ctia cac ky tu LI, C va 3. Dung biéu dién
nay, chi ¢6 2™ hang khac nhau va do phuc tap thai gian 1a O(n22™).

Cubdi cung, ciing ¢6 mdt cong thiic truc tiép kha bat ngs dé tinh sb cach
lat gachﬂ:

-
~

n

3

2] [m/2]
4 - (cos?

1

ma

, b
+ cos )
N n+1 m+ 1

o
I

)
Il

Cong thic nay rat hiéu qua, vi né tinh s6 cach 1at gach trong thoi gian O(nm),
nhung vi dap an 1a mot tich ciia cac s6 thuc, mot van dé khi dung cong thiic
14 cach luu céc két qua trung gian mét cach chinh xac.

2Pidu bat ngd 1a cong thic nay dude phat hién vao nam 1961 bdéi hai nhém nghién cidu
[43, 671 1am viéc doc 1ap.
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Chuong 8
Phan tich khiu hao

Do phtc tap thdi gian ctia mot thuat toan thusng dé phan tich chi bing cach
xem xét ciu tric ctia thuat toan: thuat toan c6 nhitng vong lap nao va cac
vong lap dudc thuc hién bao nhiéu lan. Tuy nhién, d6i khi mét phan tich
truc tiép khong cho thay bic tranh ding vé hiéu qua ctia thuat toan.

Phan tich khiu hao (amortized analysis) c6 thé dudc dung dé phan
tich cac thuat toan chia nhiing thao téc c6 do phtc tap thoi gian thay d6i. Y
tudng 1a uéc luong téng thoi gian dung cho tat ca cac thao tac nhu vay trong
sudt qua trinh thuc thi thuat toan, thay vi tap trung vao tiing thao tac riéng
1é.

8.1 Phuong phap hai con tro

Trong phuong phap hai con tré (two pointers method), hai con tro
dudc dung dé duyét qua cac gia tri cia mang. Ca hai con tré chi cé thé di
chuyén theo mot huéng, diéu nay dam bao thuat toan hoat déong hiéu qua.
Tiép theo ta thao luan hai bai toan cé6 thé giai bing phuong phap hai con
tro.

Tong doan con

Lay vi du dau tién, xét mot bai toan trong dé ta dudc cho mot mang gom n
s6 nguyén duong va mot téng muc tiéu z, va ta mudén tim mot doan con cé
tong bing z hodc thong bao ring khong cé doan con nhu vay.

Vi du, mang

113125 (1]1]2]3

c6 mot doan con c6 tong bing 8:

113125 (1|1]2]3

Bai toan nay c6 thé dugc giai trong thoi gian O(n) béing phuong phap hai
con tré. Y tudng 1a duy tri cac con tré tré téi gia tri dau tién va cudi cung
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ctia mot doan con. O médi lugt, con tré trai di chuyén mot bude sang phai, va
con trd phai di chuyén sang phai chitng nao téng ctia doan con thu dude van
khéng vudt qué x. Néu téng tré thanh ding bing z, ta da tim dude mot 15i
giai.

Vi du, xét mang sau va téng muc tiéu = = 8:

113125 (1]1]2]3

Doan con ban dau chiia cac gia tri 1, 3 va 2, ¢6 téng bing 6:

1131251123
T

Sau d6, con trd trai di chuyén mot buéc sang phai. Con tré phai khong di
chuyén, vi néu khong téng doan con sé vudt qua z.

1

o1 111123

3|2
T
Mbt 14n nita, con trd trai di chuyén mét buée sang phai, va 1an nay con

trd phai di chuyén ba buéc sang phai. Téng doan con14 2+ 5+ 1 = 8, nén
mot doan con c6 téng bing = da dudc tim thay.

11312151123
T

Thoi gian chay ctia thuat toan phu thudc vao sd buéc ma con trd phai
di chuyén. Du khéng c¢6 chin trén hitu ich cho s6 buéc ma con tré c6 thé di
chuyén trong mét lugt, ta biét riing con tré di chuyén téng céng O(n) buée
trong sudt thuat toan, vi né chi di chuyén sang phai.

Vi ca con trd trai va con tré phai déu di chuyén O(n) buéc trong thuat
toan, thuat toan chay trong thoi gian O(n).

Bai toan 2SUM

Mbt bai toan khéc c6 thé giai biing phuong phap hai con tré 1a bai toan sau,
con dudc goi 1a bai toan 2SUM: cho mét mang gdm n s6 va mot téng muc
tiéu z, hay tim hai gi4 tri trong mang sao cho téng ctia ching bing z, hoic
thong bao riang khong ton tai cac gia tri nhu vay.

Dé giai bai toan, trudc hét ta sip xép céc gid tri cia mang theo thi tu
ting dan. Sau d6, ta duyét mang bang hai con trd. Con tré trai bt dau é
gia tri dau tién va di chuyén mét bude sang phai 8 mdi ludgt. Con tré phai
bit dau 6 gia tri cudi cung va ludn di chuyén sang trai cho dén khi téng cta
gid tri bén trai va bén phai khong vudt qua z. Néu téng dung bing z, ta da
tim dudc mot 16i giai.

Vi du, xét mang sau va téng muc tiéu = = 12:
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114156 7]9]9]10

Vi tri ban dau ctia cac con tré nhu sau. Téng ciia céc gid trila 1+ 10 = 11,
nho hon z.

114(5[6|7[9]9]10

i

Sau d6 con tré trai di chuyén mot buée sang phai. Con trd phai di chuyén
ba buéc sang trai, va téng tré thanh 4 + 7 = 11.

114(5[6|7]9]9]10

T T

Sau d6, con tré trai lai di chuyén mét budc sang phai. Con trd phai khong
di chuyén, va 13i giai 5 + 7 = 12 da dudc tim thay.

14|56 [7[9]9]10
T T

Thoi gian chay ctia thuat toan 12 O(nlogn), vi truée hét né sdp xép mang
trong thoi gian O(nlogn), va sau d6 ca hai con tré di chuyén O(n) budc.

Luu y ring c6 thé giai bai toan theo mot cach khac trong thdi gian
O(nlogn) bing tim kiém nhi phan (binary search). Trong 18i giai nhu vay,
ta duyét qua mang va véi mdi gia tri cia mang, ta c6 tim méot gia tri khac
tao ra tdng x. Piéu nay c6 thé thuc hién bing cach 1am n phép tim kiém nhi
phan, méi phép méat thai gian O(logn).

Mot bai toan khé hon 1a bai toan 3SUM, yéu cau tim ba gi4 tri trong
mang cé tdng bing z. Dung y tudng ctia thuat toan trén, bai toan nay cé thé
dudc giai trong thai gian O(n?)[] Ban c6 thay cdch lam khong?

8.2 Phan ti nhé hon gan nhat

Phan tich khiu hao thuong dudc dung dé uéc luong sé thao tac dudc thuc
hién trén mot cau tric dit liéu. Céc thao tac c6 thé dugc phan b6 khong déu,
sao cho phan 16n thao tac xay ra trong mét giai doan nhat dinh ctia thuat
toan, nhung téng s6 thao tac van bi gidi han.

Vi du, xét bai toan tim cho mdi phan ti& cia mang phin t& nhé hon
gan nhat (nearest smaller element), tic 1a phan t nhé hon dau tién
ding truée phan ti d6 trong mang. Cé thé khong toén tai phan ti nhu vay,
trong truong hop dé thuat toan can thong bao diéu nay. Tiép theo ta sé thay
cach giai bai toan hiéu qua bing ciu tric ngin xép.

ITrong mot thoi gian dai, ngudi ta cho réing khong thé giai bai toan 3SUM hiéu qua hon
thoi gian O(n?). Tuy nhién, vao ndm 2014, két qua [30] cho thiy diéu nay khong ding.
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Ta di qua mang ti trai sang phai va duy tri mot ngan xép cac phan ti
ctia mang. Tai mdi vi tri trong mang, ta loai bd c4dc phan ti khéi ngin xép
cho dén khi phan ti trén dinh nhé hon phan ti hién tai, hoic ngin xép réng.
Sau d6, ta thong bao ring phan ti trén dinh 14 phan ti nhé hon gin nhat
ctia phan ti hién tai, hodc néu ngén xép rong, khong c6 phan t nhu vay.
Cudi cung, ta thém phan ti hién tai vao ngin xép.

Vi du, xét mang sau:

Dau tién, ciac phan ti 1, 3 va 4 dudc thém vao ngin xép, vi mdi phan ti
déu 16n hon phan ti truée d6. Do d6, phan t& nhé hon gan nhéat ctia 4 1a 3,
va phan t nhé hon gan nhét cta 3 1a 1.

1|3 |4(2|5|3[4)|2

Phan ti tiép theo 2 nhé hon hai phan t trén cung trong ngin xép. Do
do6, cac phan tit 3 va 4 bi loai khéi ngan xép, réi phan ti 2 dudc thém vao
ngin xép. Phan t nhé hon gan nhat ctia né 1a 1:

134125 |3[4|2

Sau d6, phan ti 5 16n hon phan t 2, nén né sé dude thém vao ngin xép,
va phan t nhé hon gan nhat ctia né 1a 2:

134253 [4]2

Sau d6, phan t 5 bi loai khéi ngin xép va cac phan ti 3 va 4 dudc thém
vao ngin xép:

Cubi cung, tat ca cac phan tit trit 1 bi loai khéi ng#in xép va phan tit cudi
cung 2 dudc thém vao ngin xép:

1[3[4|2|5[3|4]|2
1] 2]
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Hiéu qua ctia thuat toan phu thudc vao tdng s6 thao tac trén ngin xép.
Néu phan ti hién tai 16n hon phan t trén dinh ngin xép, né dudc thém
truc tiép vao ngin xép, viéc nay hiéu qua. Tuy nhién, d6i khi ngin xép cé
thé chita nhidu phan t 16n hon va can thoi gian dé loai bd ching. Du vay,
mdi phan ti dude thém ding mot lan vao ngin xép va bi loai khéi ngin xép
nhiéu nhat mét lan. Do d6, mdi phan ti gy ra O(1) thao tac trén ngin xép,
va thuat toan chay trong thoi gian O(n).

8.3 Gia tri nhé nhat cua ctia s trucgt

Cta sd trudt (sliding window) 12 mét doan con c6 kich thuée ¢6 dinh di
chuyén ti trai sang phai qua mang. Tai mdi vi tri ctia ciia sd, ta mudn tinh
mot s6 thong tin vé cac phan t ndm trong ciia s6. Trong muc nay, ta tap
trung vao bai toan duy tri gia tri nhé nhéit ctia ctia sb trudt (sliding
window minimum), nghia 13 ta can bdo cdo gi4 tri nhé nhat bén trong mbi
ciia sd.

Gi4 tri nhé nhat ciia ciia sb truct cé thé dude tinh biing mot ¥ tuéng tuong
tu y tuéng ta da dung dé tinh céc phan ti nhd hon gan nhat. Ta duy tri mot
hang dgi trong d6 mdi phan ti 16n hon phan t trudc né, va phan ti dau
tién luon tuong ng véi phan ti nhé nhat bén trong cita sd. Sau mdi 1an cita
s di chuyén, ta loai bé cac phan ti 6 cudi hang dgi cho dén khi phan t& cudi
ctia hang dg¢i nhé hon phan ti méi ctia ciia sd, hodc hang ddi trd nén rong.
Ta ciing loai bé phan ti dau tién ctia hang dgi néu né khéng con ndm trong
ctta s8. Cubi cung, ta thém phan t& mdi ctia ciia s6 vao cudi hang doi.

Vi du, xét mang sau:

Gia st kich thude ctia cita s6 trugt 1a 4. O vi tri dAu tién cta cta sb, gia
tri nhé nhat la 1:

2|1(4|5|3]4|1]2

Sau d6 ciia s6 di chuyén mot buéc sang phai. Phan t& méi 3 nhé hon céc
phan ti 4 va 5 trong hang doi, nén cac phan tit 4 va 5 bi loai khéi hang dgi
va phan t 3 dudc thém vao hang dgi. Gia tri nhé nhat van 1a 1.

2014|583 4|1]2

Sau d6, ctta sd lai di chuyén, va phan t& nhé nhat 1 khong con thudc cta
s6 nita. Do d6, né bi loai khéi hang doi va gia tri nhé nhat bay gio 1a 3. Phan
t méi 4 cing dudc thém vao hang dgi.
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2 |1(4](5[8 4|12

Phan t& méi tiép theo 1 nhé hon tat ca cac phan ti trong hang doi. Do
d6, moi phan ti bi loai khéi hang dgi va hang dgi sé chi chita phan t 1:

21453412

Cubi ciing ciia s6 dén vi tri cudi cing. Phan ti 2 dugc thém vao hang doi,
nhung gia tri nhé nhét bén trong ctta sé van la 1.

2114|5383 14|1]2

Vi mdi phan tit cia mang dude thém vao hang dgi ding mot 1an va bi
loai khéi hang dgi nhiéu nhat mot 1an, thuat toan chay trong thai gian O(n).
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Chuong 9

Truy van doan (Range Queries)

Trong chuong nay, ching ta thao luan vé cac cau tric dit liéu cho phép xt
Iy hiéu qua cac truy van doan. Trong mét range query (truy van doan),
nhiém vu ctia ching ta la tinh mét gia tri dua trén mot mang con cia mét
mang. Cac truy van doan thuong gip la:

* sum,(a, b): tinh téng cdc gid tri trong doan [a, b]

* min,(a,b): tim gia tri nhé nhat trong doan [a, b]

* max,(a,b): tim gi4 tri 16n nhat trong doan |[a, b]

Vi duy, xét doan [3, 6] trong mang sau:

0O 1 2 3 4 5
11318141613 |4

Trong trudng hgp nay, sum,(3,6) = 14, min,(3,6) = 1 va max,(3,6) = 6.

Mot cach don gian dé xit 1y truy van doan 1a dung mot vong 14p di qua
tat ca cac gi4 tri cia mang trong doan. Vi du, ham sau c6 thé dugc dung dé
xit Iy cac truy van téng trén mét mang:

int sum(int a, int b) {
int s = 0;
for (int i =a; 1 <=Db;i++) {
s += arrayli];
}

return s;

}

Ham nay chay trong thoi gian O(n), trong dé n 1a kich thuéc ctia mang.
Vi vay, dung ham nay ta c6 thé xt 1y ¢ truy van trong thdi gian O(ng). Tuy
nhién, néu ca n va ¢q déu 16n, cach tiép can nay sé cham. May mén 1a c6
nhitng cach xit 1y truy van doan hiéu qua hon nhiéu.
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9.1 Truy van trén mang tinh

Truéce hét, ta tap trung vao tinh huéng mang 1a tinh, tic la cac gia tri ca
mang khong bao gid dude cap nhat gitta cac truy van. Trong trudng hop nay,
chi can xay dung méot ciu trdc dit liéu tinh cho ta cau tra 18i cho moi truy
van c6 thé cé.

Truy vén tong

Ta c6 thé dé dang xit Iy céc truy van téng trén mét mang tinh bing cich xay
dung mot prefix sum array (mang téng tién t6). Méi gia tri trong mang
tdng tién t6 bing tdng céc gia tri trong mang ban dau dén vi tri d¢, tic la
gia tri tai vi tri k 1a sum, (0, k). Mang tong tién t6 c6 thé dugc xay dung trong
thoi gian O(n).

Vi du, xét mang sau:

0 1 2 3 4 5 6 7
1134186 |1]4]2

Mang téng tién t6 tuong ng nhu sau:

o 1 2 3 4 5 6 7
114]8116(22|23]27(29

Vi mang t6ng tién t6 chia tat ci cac gia tri ctia sum, (0, k), ta c6 thé tinh bat
ky gia tri ndo cta sum,(a, b) trong thai gian O(1) nhu sau:

sum,(a, b) = sum,(0,b) — sum,(0,a — 1)

Béng cach dinh nghia sum,(0, —1) = 0, cdng thic trén ciing dung khi a = 0.
Vi duy, xét doan [3, 6]:

0 1 2 3 4 5 6 7
11341816 |1]4]2

Trong trudng hgp nay sum,(3,6) = 8 + 6 + 1 + 4 = 19. Tong nay c6 thé duge
tinh tir hai gia tri cia mang téng tién t6:

o 1 2 3 4 5 6 7
1141816222327 |29

Do dé, sum,(3,6) = sum,(0,6) — sum,(0,2) = 27 — 8 = 19.

Ciing c6 thé téng quat héa ¥ tudng nay lén cac chidu cao hon. Vi du, ta cé
thé xay dung mot mang téng tién t6 hai chiéu, diing dé tinh téng ctia bat ky
mang con hinh chit nhat nao trong thai gian O(1). Mbi téng trong mét mang
nhu vay tuong tng véi mot mang con bat dau tit géc trén bén trai ctia mang.
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Hinh sau minh hoa y tuéng nay:

Téng ctia mang con mau xam c6 thé dudc tinh bing cong thic
S(A) = S5(B) = 5(C) + 5(D),

trong d6 S(X) ky hiéu tdng cac gi4 tri trong mét mang con hinh chit nhat ti
géc trén bén trai dén vi tri cia X.

Truy van nhé nhit

Truy van nhé nhat khé xit Iy hon truy van téng. Du vay, c6 mot phuong phéap
tién xt Iy kha don gian trong thai gian O(nlogn), sau d6 ta c6 thé tra 1si
moi truy vAn nhé nhat trong thoi gian O(1)f] Luu ¥ ring vi truy van nhé
nhat va 16n nhat c6 thé dude xit 1y tuong tu, ta c6 thé tap trung vao truy vin
nho nhat.

Y tudng 1a tinh trudc tat ca cac gid tri caa min,(a,b) trong d6 b —a + 1
(do6 dai cua doan) la mét ldy thura cta hai. Vi du, véi mang

0o 1 2 3 4 5 6 7
EEIEICIESESEY

cac gia tri sau dudc tinh:

min,(a, b) min,(a, b) min,(a, b)

OO Otk WO
SO TR WD HOS
N = OO0k W
ULk W= OIS
SO O WN =S
DO O W
OB WhH-=OQOIR
30 Ot W<
o QO

1Ky thuat nay dudc gidi thiéu trong [7] va déi khi dudc goi 12 phuong phap sparse table.
Ciing c6 nhitng k¥ thuat phtc tap hon [22] véi thoi gian tién xt 1y chi 1a O(n), nhung cac
thuat toan nhu vay khéng can thiét trong lap trinh thi dau.
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S6 lugng gia tri dugc tinh trude 1a O(nlogn), vi ¢6 O(logn) do dai doan
14 iy thira ciia hai. Cac gia tri c6 thé dudc tinh hiéu qua bing cong thiic
truy hoi
ming(a, b) = min(min,(a,a +w — 1), min,(a + w, b)),

trong d6 b — a + 1 1a mot iy thira cia hai va w = (b — a + 1) /2. Viéc tinh tat
cé cac gia tri d6 mat thai gian O(nlogn).

Sau d6, bat ky gia tri ndo ctia min,(a, b) cling c6 thé dugc tinh trong thai
gian O(1) nhu gi4 tri nhé nhat ctia hai gia tri da tinh trude. Goi k 1a lay
thita 16n nhat cia hai khong vuost qua b — a + 1. Ta c6 thé tinh gia tri ca
min,(a, b) bidng cong thic

ming(a, b) = min(min,(a,a + k — 1), ming(b — k + 1,b)).
Trong cong thic trén, doan [a,b] dudc biéu dién nhu hgp ctia hai doan

[a,a+k—1] va [b—k+1,b], ca hai déu c6 d6 dai k.
Vi du, xét doan [1, 6]:

Do dai ctia doan 1a 6, va liiy thita 16n nhéat ctia hai khong vuot qua 6 1a 4.
Do d6 doan [1, 6] 1a hgp ctia hai doan [1, 4] va [3, 6]:

0 1 2 3 4 5 6 7
1134 [8|6|1]4]|2

Vi min,(1,4) = 3 v& min,(3,6) = 1, ta k&t ludn rdng min,(1,6) = 1.

9.2 Cay chi s6 nhi phan

C6 thé xem binary indexed tree (cay chi s6 nhi phan) hay Fenwick tre
nhu mot bién thé dong ctia mang téng tién t6. N6 hd tro hai thao tac trén
mang trong thoi gian O(logn): xi Iy mot truy van téng trén doan va cap
nhat mot gia tri.

Uu diém ctia cay chi s6 nhi phan 14 né cho phép ta cap nhat hiéu qua cac
gié tri cla mang gifta cac truy van tdng. Didu nay khong thé 1am dugc bing
mang téng tién td, vi sau mdi 1an cap nhat, can xay dung lai toan b6 mang
téng tién t6 trong thoi gian O(n).

2CAu tric cay chi sé nhi phan dude P. M. Fenwick trinh bay vao nam 1994 [21].
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Cau tric

Du tén ctia cau tric 12 mét cdy chi sd nhi phan, né thusng dudc biéu dién
bing mot mang. Trong phan nay, ta gia st moi mang dudc danh chi sb tu
mot, vi didu d6 1am cho viéc cai dit dé& hon.

Goi p(k) 1a liy thita 16n nhat ctia hai chia hét k. Ta luu mot cay chi s6
nhi phan dudi dang moét mang tree sao cho

tree[k] = sum,(k — p(k) + 1, k),

ttc 14 mdi vi tri k chia téng cac gia tri trong mét doan cia mang ban dau cé
do dai p(k) va két thuc tai vi tri k. Vi du, vi p(6) = 2, tree[6] chia gia tri ctia
sum,(5,6).

Vi du, xét mang sau:
1 2 3 4 5 6 7 8
113|486 (|1]4]|2

Cay chi s6 nhi phan tuong tng nhu sau:
1 2 3 4 5 6 7 8
11414116/ 6|7|4]29

Hinh sau cho thiy rdé hon méi gi4 tri trong cay chi sé nhi phan tuong ing
véi mot doan trong mang ban dau nhu thé nao:
2 4
4 16
l [

6

\]

29

— = | =

— | w
— o |«
—>

—| |~

D

l

Dung cay chi s6 nhi phan, bat ky gia tri ndo cta sum,(1, k) cling c6 thé
dudc tinh trong thoi gian O(logn), vi mét doan [1, k] ludn cé thé duge chia
thanh O(logn) doan ma tdng ctia ching da dugc luu trong cay.

Vi du, doan [1, 7] gdbm cdc doan sau:

2
4
=

4
16

29

— = | =

— | w
—| o | >
— 39|
—

H
H
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Do d6, ta c6 thé tinh tdng tuong tng nhu sau:
sum,(1,7) = sum,(1,4) + sum,(5,6) + sum,(7,7) =16 + 7+ 4 = 27

Dé tinh gi4 tri cta sum,(a,b) v6i a > 1, ta c6 thé dung cung thu thuat da
dung véi mang tong tién to:

sumg(a, b) = sum,(1,b) — sum,(1,a — 1).

Vi ta c6 thé tinh ca sum,(1,b) va sum,(1,a — 1) trong thai gian O(logn), do
phiic tap thoi gian téng cong 1a O(logn).

Sau d6, khi cap nhat mot gia tri trong mang ban dau, méot s6 gié tri trong
cay chi s6 nhi phan ciing phai dude cap nhat. Vi du, néu gia tri tai vi tri 3
thay déi, téng ctia cac doan sau thay déi:

[\]

4
16

(=}

W

~J

29

——) [
;)
_—> e~ | w
——) | >
__>
——) B~ |

Vi méi phan tit cia mang thude O(logn) doan trong cay chi s6 nhi phan,
chi can cap nhat O(logn) gi4 tri trong cay.
Cai dat
Céc thao tac ciia cay chi s6 nhi phan c6 thé dudc cai d:it hiéu qua bang cac
phép toan bit. Su kién then chét cin dung 14 ta c6 thé tinh bat ky gia tri
nao cua p(k) bing cong thiic
p(k) = k& — k.

Ham sau tinh gi4 tri cta sum,(1, k):

int sum(int k) {
int s = 0;
while (k >=1) {
s += treelk];
k -= k&-k;
}

return s;

}

Ham sau téng gia tri ctia mang tai vi tri k£ thém 2 (z c6 thé duong ho#c
am):
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void add(int k, int x) {
while (k <=n) {
tree [k] += x;
k += k&-k;

}

Do phtc tap thoi gian cda ca hai ham 1a O(logn), vi cac ham truy cap
O(logn) gia tri trong cay chi s6 nhi phan, va mdi buéc chuyén sang vi tri
tiép theo mat thoi gian O(1).

9.3 Cay doan

Segment tree (cay doanﬂ 12 mot ciu tric dit liéu hd trg hai thao tac: xi Iy
mot truy van doan va cap nhat mot gié tri cia mang. Cay doan c6 thé hd
trg truy van tdng, truy van nhé nhat va 16n nhat, cing nhiéu loai truy van
khéc sao cho ca hai thao tac déu chay trong thoi gian O(logn).

So véi cay chi sd nhi phan, uu diém cta cay doan 14 né 14 mot cau tric dit
liéu tdng quat hon. Trong khi cy chi s6 nhi phan chi hd trg truy van téngff,
cay doan con hd trg cdc truy van khac. Mit khac, cay doan can nhidu b nhé
hon va cai dat khé hon mot chut.

Cau tric

Cay doan la mot cay nhi phan sao cho cac nat 6 mic dudi cing ciia cay tuong
ing v6i cac phan ti clla mang, con cdc nit khac chiia thong tin can thiét dé
xt ly truy van doan.

Trong phan nay, ta gia st kich thuéc cia mang 14 mot liiy thia cia hai
va dung danh chi sé tit khong, vi nhu vay thuén tién dé xay dung cay doan
cho mang d6. Néu kich thuéc ciia mang khong phai 1a iy thia cta hai, ta
ludn c6 thé thém cac phan t phu vao cudi mang.

Truéc hét, ta sé thao luan vé cac cay doan hd trg truy van téng. Vi du,
xét mang sau:

Cay doan tuong tng nhu sau:

3Cai dat tir dudi 1én trong chuong nay tuong ng véi cai dit trong [62]]. Cac cau tric
tuong tu da dude dung vao cudi thap nién 1970 dé giai cac bai toan hinh hoc [9].

4Thuc ra, dung hai ciy chi sé nhi phan thi c6 thé hd trg truy van nhé nhéat [16], nhung
cach nay phiic tap hon so véi dung cay doan.
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5186|3272

(2]

Mbi nut trong ciia cay tuong tng véi mot doan ciia mang cé kich thude 1a
mot liy thita cia hai. Trong cay trén, gia tri cia mdi nit trong 14 téng cac
gia tri mang tuong tng, va c6 thé dude tinh bing tong gia tri ca nit con
trai va nit con phai cia né.

Héa ra bat ky doan [a, b] nao ciing c6 thé dudc chia thanh O(logn) doan
ma gia tri ctia ching dudc luu trong cac nit cta cay. Vi du, xét doan [2,7]:

(a]
—
o
w
N
ot
=)
-3

ot
oo
(o))
o
DO
-3
DO
(o))

0 day sumy(2,7) =6 + 3+ 2+ 7+ 2+ 6 = 26. Trong truong hgp nay, hai nut
cay sau tuong ung véi doan do:

518632726

Do d6, mot cach khac dé tinh téng 12 9 + 17 = 26.

Khi téng dudc tinh biing cic nit ndm cao nhat c6 thé trong cay, méi miic
ctia cay can nhidu nhat hai nit. Vi vay, tong s6 nit 1a O(logn).

Sau mot 1an cap nhat mang, ta can ciap nhat tat ca cac nut cé gia tri phu
thuoc vao gia tri da dudc cap nhat. Viéc nay c6 thé dude thuc hién bing cach
di theo dudng di ti phan ti mang viia cap nhat 1én nit goc va cap nhat cac
nut trén duong di do.

Hinh sau cho thay nhiing nit ciy nao thay déi néu gia tri 7 trong mang
thay doi:
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5863272

(2]

Puong di tit dudi 1én trén luén gom O(logn) nut, vi vy mdi 1an cap nhat
lam thay d6i O(log n) nit trong cay.

Cai dat

Ta luu cay doan duéi dang mot mang gom 2n phan t, trong dé n 1a kich
thudc ctia mang ban dau va la mot liy thita ctia hai. Céc nit cay dude luu
tli trén xudng dudi: tree[1] 1a nut goc, tree[2] va tree[3] 12 c4c nit con ctia né,
va cd tiép tuc nhu vay. Cudi cung, cdc gid tri tit tree[n] dén tree[2n — 1] tuong
ing véi cac gia tri cla mang ban dau 6 mic duéi cung cta cay.

Vi du, cay doan

518632726

dudc luu nhu sau:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
3912217131919 |8 |5 |8|6[|3[2|7|2]6

Diuing céch biéu dién nay, cha ciia tree[k] 14 tree[| k/2]], va cdc con ctia né la
tree[2k] va tree[2k + 1]. Luu y réng diéu nay kéo theo vi tri ctia mot nut 1a
chdn néu né 1a con trai va 1é néu né 1a con phai.

Ham sau tinh gi4 tri cta sum,(a, b):

int sum(int a, int b) {
a+=mn;b+=n;
int s = 0;
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while (a <=Db) {
if (a%2 == 1) s += tree[a++];
it (b%2 == 0) s += tree[b--|;
a/=2;b /=2
}
return s;
}

Ham duy tri mot doan ban dau 1a [a + n,b + n]. Sau d6, 6 mdi bude, doan
nay dudc dua 1én mot mic cao hon trong cay, va trude do, gia tri cia cac nat
khong thudc doan & mic cao hon dude cong vao téng.

Ham sau tang gia tri cia mang tai vi tri k£ thém x:

void add(int k, int x) {
k +=n;
tree [k] += x;
for (k /=2;k>=1;k /=2){
tree [k] = tree[2*k]+tree[2*k+1];
}

}

Truée hét, ham cap nhat gia tri 6 mic dudi cing ciila cay. Sau d6, ham cap
nhat gis tri cia tat ca cac nit trong, cho dén khi cham téi nit gbc ctia cay.

C4 hai ham trén déu chay trong thoi gian O(log n), vi mét cay doan ctia n
phan t gdbm O(logn) mc, va 8 mdi bude cac ham di 1én mot miic trong ciy.

Cac truy van khac
Cay doan c6 thé hd tr¢ moi truy van doan ma ta c6 thé chia mot doan thanh
hai phan, tinh riéng cau tra 15i cho tiing phan réi két hop céc cau tra 16i mot
cach hiéu qua. Vi du vé céc truy van nhu vay 1a nhé nhat va 16n nhat, uéc
chung 16n nhét, va cac phép toan bit and, or va xor.

Vi du, cay doan sau hd trg cac truy van nhé nhat:

Trong trudng hop nay, moéi nut cay chda gia tri nhé nhat trong doan
mang tuong Ung. Nut goc ciia cay chia gia tri nhd nhat trong toan bo mang.
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Cac thao tac c6 thé dude cai diat nhu truée, nhung thay vi tinh téng, ta tinh
gia tri nhé nhat.

C4u tric cta cay doan ciing cho phép ta dung tim kiém nhi phan dé dinh
vi cdc phan ti ctia mang. Vi du, néu cay hd trg truy van nhé nhéat, ta c6 thé
tim vi tri ctia mot phan ti ¢6 gia tri nhé nhat trong thai gian O(logn).

Vi du, trong cay trén, mot phan ti cé gia tri nhé nhat 1 c¢6 thé dude tim
béng cach di theo mot dudng di xudng tit nit gbe:

9.4 Cac ky thuat bo sung

On

Nén chi s

Mot han ché ctia cac ciu tric dit liéu dudc xay dung dua trén mang la céac
phan t dudc danh chi s6 bing cac s6 nguyén lién tiép. Khé khin xuat hién
khi can dung céc chi s6 16n. Vi du, néu ta mudén dung chi s6 10°, mang sé
phai chita 10° phan ti, doi héi qua nhiéu b nhé.

Tuy nhién, ta thuong cé thé vuot qua han ché nay bang cach dung index
compression (nén chi sd), trong d6 cac chi sé ban dau dudc thay thé bing
cac chi s6 1,2, 3, v.v. Didu nay c6 thé thuc hién dudc néu ta biét trudc tat ca
cac chi s6 can dung trong thuat toan.

Y tudng 1a thay mdi chi s6 ban dau = biing c¢(z), trong d6 ¢ 1a mot ham
nén céc chi s4. Ta yéu cau thi tu ctia cac chi sé6 khong thay ddi, nén néu
a < b, thi c(a) < c¢(b). Piéu nay cho phép ta thuc hién truy van thuan tién
ngay ca khi céc chi s6 da dugc nén.

Vi du, néu céc chi s6 ban dau 1a 555, 10° va 8, cac chi s6 méi 1a:

8 =1
c(555) =
c(10°) = 3

Cap nhat doan

Cho dén nay, ta da cai dit cac ciu tric dit liéu hd trg truy van doan va cap
nhat céc gia tri don 18. Bay gio hay xét tinh hudéng ngudc lai, trong d6 ta can
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cap nhat cac doan va lay cac gia tri don 18. Ta tap trung vao thao tac ting
tat ca cac phan ti trong mét doan [a, b] thém z.

Didu dang ngac nhién 1a ta ciing c6 thé dung cac cau tric dit liéu da
trinh bay trong chuong nay cho tinh hudng dé. Dé 1am vay, ta xay dung mot
difference array (mang hiéu) ma cac gia tri ctia né cho biét hiéu gitta cac
gia tri lién tiép trong mang ban dau. Do d6, mang ban dau chinh 12 mang
tdng tién t6 cia mang hiéu. Vi du, xét mang sau:

2 3 4 5 6 7
3131111522

Mang hiéu ctia mang trén nhu sau:

2 3 4 5 6
310|=2/0104|-3/0

Vi du, gia tri 2 tai vi tri 6 trong mang ban dau tuong ing véi téng
3 —2+4— 3 =2trong mang hiéu.

Uu diém ctia mang hiéu 1a ta c6 thé cap nhat mot doan trong mang ban
dau bing cach chi thay ddi hai phan ti trong mang hiéu. Vi du, néu ta muén
téng cac gia tri cia mang ban dau tiu vi tri 1 dén 4 thém 5, chi can ting gia
tri ctia mang hiéu tai vi tri 1 thém 5 va gidm gié tri tai vi tri 5 di 5. Két qua
nhu sau:

1 2 3 4 5 6
315(=2{0]0|-1=-30

Téng quat hon, dé ting cac gi4 tri trong doan [a, b] thém z, ta ting gia
tri tai vi tri « thém z va gidm gia tri tai vi tri b + 1 di z. Vi vay, ta chi can
cap nhat cac gia tri don 18 va xit Iy truy van téng, nén c6 thé dung cay chi sb
nhi phan hoéc cay doan.

Mot bai toan khé hon 12 hd trg ca truy van doan 14n cap nhat doan. Trong
Chuong 28, ta sé thay ring ngay ca diéu nay ciing c6 thé lam dudc.
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Chuong 10
Thao tac bit

Moi dit liéu trong chuong trinh m4y tinh déu dudc luu trit bén trong duéi
dang bit, tic 1a cac s6 0 va 1. Chuong nay thao luan vé biéu dién bit cta s6
nguyén, va trinh bay céc vi du vé cach st dung cac phép toan bit. Héa ra
thao tac bit (bit manipulation) c6 rat nhiéu tng dung trong 1ap trinh thuat
toan.

10.1 Biéu dién bit

Trong lap trinh, mot s6 nguyén n bit dudc luu trit bén trong dudi dang mot
s6 nhi phan gdm n bit. Vi du, kiéu C++ int 13 mot kiéu 32 bit, nghia 14 méi
s6 int gom 32 bit.

Day 1a biéu dién bit ctia sb int 43:

00000000000000000000000000101011

Céc bit trong biéu dién dudc danh chi sé tir phai sang trai. Dé chuyén biéu
dién bit by, - - - bob1by thanh mot sd, ta c6 thé dung céng thic

b2k 4 . 5922 by 28 + 1y2°.

Vi du,
1-2241-2241-2'+1-2%=143,

Biéu dién bit ctia mot s6 c6 thé 1a signed hoic unsigned. Thong thuong,
ta dung biéu dién c6 dau, nghia 1a c6 thé biéu dién ca sb am va s6 duong.
Mot bién c6 dau gdm n bit c6 thé chita moi s6 nguyén tir —2"! dén 2! — 1.
Vi du, kiéu int trong C++ 14 mét kiéu c6 dau, nén mot bién int c6 thé chia
moi s6 nguyén ti —23' dén 23" — 1.

Bit dau tién trong mot biéu dién c6 dau la diu cta sb (0 cho s6 khong am
va 1 cho s6 Am), va n — 1 bit con lai chia do 16n ctia s6. Two’s complement
dudc st dung, nghia la s6 ddi cia mot s6 dudc tinh bing cach trude hét dao
tat ca cac bit trong s6 d6, roi tang sé 1én mot.

Vi dy, biéu dién bit ctia 6 int —43 1a

11111111111111111111111111010101.
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Trong biéu dién khong dau, chi cé thé dung cac s6 khong am, nhung can
trén ctia gia tri 16n hon. M6t bién khong dau gom n bit c6 thé chita moi s
nguyén ti 0 dén 2" — 1. Vi du, trong C++, mdt bién unsigned int c6 thé chiia
moi s6 nguyén tir 0 dén 232 — 1.

C6 mot mbi lién heé gitta cac biéu dién: mot sb
khéng diu 2" — 2. Vi du, doan ma sau cho thay s
s6 khong dau y = 232 — 43:

dau —2 bing v6i mot sb

o6
6 c6 dau x = —43 bang véi

int x = -43;

unsigned int y = x;

cout << x << "\n"; //-43

cout <<y << "\n”; // 4294967253

Néu mot sb 16n hon can trén ctia biéu dién bit, s6 d6 sé bi tran. Trong
bieu dién c6 dau, so6 ké tiép sau 21 — 11a —2"!, va trong biéu dién khong
dau, so ké tiép sau 2" — 1 1a 0. Vi du, xét doan ma sau:

int x = 2147483647

cout << x << "\n"; // 2147483647
X++;

cout << x << "\n”; // -2147483648

Ban dau, gia tri cta z 1a 2°' — 1. Pay la gia tri 16n nhat c6 thé ducc luu
trong mot bién int, nén sb ké tiép sau 23! — 1 1a —231.

10.2 Cac phép toan bit

Phép and

Phép toan and z & y tao ra mot sé c6 cac bit mot  nhitng vitrimacazvay
déu c6 bit mot. Vi du, 22 & 26 = 18, vi

10110 (22)
& 11010 (26)
= 10010 (18)

Duing phép and, ta c6 thé kiém tra mot sé = c6 chdn hay khong viz & 1 =
0 néu z chén, va 2 & 1 = 1 néu x 18. Tdng quéat hon, x chia hét cho 2* ding
khi va chi khi z & (28 — 1) = 0.

Phép or

Phép todn or z | y tao ra mot s6 c6 cac bit mot 8 nhitng vi tri ma it nhat
mot trong x va y ¢é bit mot. Vi du, 22 | 26 = 30, vi

10110 (22)
| 11010 (26)
= 11110 (30)
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Phép xor

Phép toan xor =  y tao ra mot s6 c6 cac bit mét 6 nhitng vi tri ma ding mot
trong = va y ¢6 bit mot. Vi du, 22 A 26 = 12, vi

10110 (22)
A 11010 (26)
= 01100 (12)

Phép not

Phép toan not ~z tao ra mét sb trong d6 tat ca cac bit cia = da bi dao. Cong
thic ~x = —z — 1 lubén dung, vi du, ~29 = —30.

Két qua ctia phép not § mic bit phu thudc vao dé dai cia biéu dién bit,
vi phép todn nay dao tat ca cac bit. Vi du, néu cac s6 1a cac sb int 32 bit, két
qua nhu sau:

x 29 00000000000000000000000000011101
~r = -—30 11111111111111111111111111100010

Dich bit

Phép dich bit trai + << k thém k bit khong vao cudi s6, va phép dich bit phai
x >> k loai bd k bit cudi ctia s6. Vi du, 14 << 2 = 56, vi 14 va 56 tuong ing
v6i 1110 va 111000. Tuong tu, 49 >> 3 = 6, vi 49 va 6 tuong ting véi 110001
va 110.

Luu y réng v << k tuong Ung véi viéc nhan z véi 2, va r >> k tuong
ing véi viéc chia z cho 2* roi lam tron xudng thanh mot s6 nguyeén.

Ung dung

Mot sb c6 dang 1 << k ¢6 mdt bit mot 6 vi tri k va tat ca cac bit khac bing
khéng, nén ta c6 thé dung nhiing sé6 nhu vay dé truy cap ting bit riéng 1é
ctia s6. Cu thé, bit thi k ctia mot s6 12 mét ding khi va chi khi z & (1 << k)
khac khong. Doan ma sau in biéu dién bit cia mét s6 int x:

for (int i =31;1 >=0;i--) {
if (x&(1<<i)) cout << "17;
else cout << 707

}

Ciing c6 thé stia déi ting bit riéng 18 ctia s6 bing céc y tudng tuong tu.
Vi duy, cong thic = | (1 << k) dat bit thi k cta = thanh mét, cong thic = &
~(1 << k) dat bit thd k cta x thanh khong, va cong thic z » (1 << k) dao
bit thd & caa .

Cong thic = & (z — 1) dit bit mot cudi cung ctia x thanh khong, va cong
thic v & —x dit tat ca cac bit mot thanh khong, ngoai trit bit mot cudi cung.
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Cong thic = | (v — 1) d4o tat ca cac bit sau bit mot cudi cung. Ngoai ra,
luu y rdng mét s6 duong x 1a mot liiy thita ctia hai ding khi va chi khi 7 &
(x—1)=0.

Cac ham bo sung

Trinh bién dich g++ cung cip cidc ham sau dé dém bit:

*  builtin_clz(z): s6 lugng s6 khong & dau sb

*  builtin_ctz(z): s6 lugng s6 khong & cubi s6
e builtin_popcount(x): s6 lugng bit mot trong s6
*  builtin_parity(x): tinh chén 1& (even or odd) caia s6 luong bit mot

Céac ham c6 thé dugc st dung nhu sau:

int x = 5328; // 00000000000000000001010011010000
cout << __ builtin__clz(x) << "\n”; // 19

cout << ___ builtin__ctz(x) << "\n”; // 4

cout << ___ builtin_ popcount(x) << "\n”; // 5

cout << __ builtin_ parity(x) << "\n”; // 1

Trong khi cdc ham trén chi hd trgd sb int, ciing c6 céc phién ban long long
cta ciac ham nay véi hau t6 11

10.3 Biéu dién tap hop

Moi tap con ctia mét tap {0,1,2,...,n — 1} ¢6 thé dudc biéu dién bing mot
s6 nguyén n bit ma cac bit mot cho biét nhitng phan ti ndo thudc vé tap con.
Day 1a mot cach hiéu qua dé biéu dién tap hop, vi méi phan ti chi cAn mot
bit bd nhd, va cac phép toan trén tap hop cé thé dude cai diat bing phép toan
bit.

Vi duy, vi int 12 mot kiéu 32 bit, mét s6 int c6 thé biéu dién bat ky tap con
nao cta tap {0,1,2,...,31}. Biéu dién bit cta tap {1,3,4,8} 1a

00000000000000000000000100011010,

tuong ung véi s6 28 + 2* + 23 + 21 = 282.

Cai dat tap hop
Doan ma sau khai b4o mot bién int x c6 thé chita mét tap con ciia {0,1,2, ..., 31}.

Sau d6, doan ma thém céc phan tit 1, 3, 4 va 8 vao tap hdp va in kich thudéc
cua tap hgp.

104



x |= ( )
x |= (1<<3);
x |= (1<<4);
x |= (1<<8);

cout << ___ builtin_ popcount(x) << "\n”; // 4

Tiép theo, doan ma sau in tat ca cac phan ti thudc vé tap hop:

for (int i =0;1 < 32; i++) {
if (x&(1<<i)) cout << i << ”7;
}

// output: 1 3 4 8

Phép toan tap hgp
Céc phép toan tap hop c6 thé dugc cai dit nhu sau bing phép toan bit:
cu phap tap hdp ca phéap bit

giao anb a&b
hop aUbD alb
bu a ~a
hiéu a\b a & (~b)

Vi du, doan ma sau truéc hét xay dung cdc tap v = {1,3,4,8} vay =
{3,6,8,9}, roi xay dung tap z = Uy = {1,3,4,6,8,9}:

int x = (1<<1)|(1<<3)|(1<<4)|(1<<8);

int y = (1<<3)|(1<<6)|(1<<8)|(1<<9);

int z = x|y;

cout << __ builtin_ popcount(z) << "\n”; // 6

Duyét cac tap con

Poan ma sau duyét qua céc tap con caa {0,1,...,n — 1}:

for (int b= 0; b < (1<<n); b++) {
// process subset b
}

Doan ma sau duyét qua céc tap con cé dung k phan ti:

for (int b=0;b< (1<<Il); b++) {
if (__ builtin_popcount(b) == k) {
// process subset b
}
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Poan ma sau duyét qua cac tap con ctia mot tap x:

int b =0;
do {

// process subset b
} while (b=(b-x)&x);

10.4 Té6i uu héa bang bit

Nhiédu thuat toan c6 thé ducc t6i wu héa bing cac phép toan bit. Nhitng t6i
uu héa nhu vay khong thay déi d6 phtc tap thai gian cia thuat toan, nhung
chiing c6 thé c6 anh huéng 16n dén thoi gian chay thuc té ctia ma. Trong
muc nay, ta thao luan mot s6 vi du vé cac tinh hudng nhu vay.

Khoang cach Hamming

Hamming distance hamming(a, b) gitta hai xau a va b ¢6 cung do dai 1a s6
vi tri ma hai xau khac nhau. Vi du,

hamming(01101,11001) = 2.

Xét bai toan sau: Cho mot danh sach gom n xau bit, mdi xau cé6 do dai k,
tinh khoang cach Hamming nhé nhat gitta hai xau trong danh sach. Vi du,
d4p 4n cho [00111,01101,11110] 1a 2, vi

* hamming(00111,01101) = 2,
* hamming(00111,11110) = 3, va
* hamming(01101,11110) = 3.

Mot cach truc tiép dé giai bai toan 1a duyét qua tat ca cac cip xau va tinh
khoang cach Hamming ctia ching, tao ra mot thuat toan thoi gian O(n?k).
Ham sau c6 thé dude dung dé tinh khoang céch:

int hamming(string a, string b) {
int d = 0;
for (int i =0;1 <k; i4++) {
if (a[i] !=Db[i]) d++;
}

return d;

}

Tuy nhién, néu k nhd, ta c6 thé téi vu héa ma bang cach luu cac xau bit
duéi dang s6 nguyén va tinh khoang cach Hamming bing phép toan bit. Cu
thé, néu k < 32, ta chi can luu c4c xau duéi dang gia tri int va dung ham sau
dé tinh khoang céch:
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int hamming(int a, int b) {
return __ builtin__popcount(a”b);
}

Trong ham trén, phép xor xay dung mdt xau bit c6 cac bit mét 6 nhiing
vi tri ma « va b khac nhau. Sau d6, s6 ludng bit dudc tinh bing ham
_builtin_ popcount.

Dé so sanh céc cach cai dit, ching t6i sinh mot danh sach gdém 10000
xau bit ngdu nhién c6 do dai 30. Vé6i cach dau tién, viéc tim kiém mét 13.5
gidy, va sau khi t6i uu héa bang bit, né chi méat 0.5 giay. Vi vay, ma dudc toi
uu héa bing bit nhanh hon gan 30 lan so véi ma ban dau.

Pém ludi con

La mot vi du khéc, xét bai toan sau: Cho mot luéi n x n ma méi 6 1a den (1)
hodc tring (0), tinh s6 1uéi con c6 tat ca cac géc déu mau den. Vi du, luéi

chta hai luéi con nhu vay:

C6 mdt thuat toan thai gian O(n?®) dé giai bai toan: duyét qua tat ca O(n?)
cip hang va véi mbi cip (a,b) tinh s6 cot c6 mot 6 den & ca hai hang trong
thoi gian O(n). Poan ma sau gia st réing color[y][z] biéu thi mau 6 hang y va
cot x:

int count = 0;
for (int i =0;1 <mn;i++) {
if (color[a][i] == 1 && color[b][i] == 1) count++;

Khi d6, cac cot d6 dong gép count(count — 1)/2 ludi con c6 géc den, vi ta co
thé chon bat ky hai cot ndo trong ching dé tao thanh mét luéi con.

Dé t6i uu héa thuat toan nay, ta chia luéi thanh céc khéi cot sao cho mdi
khéi gdm N cot lién tiép. Sau d6, mdi hang dude luu duéi dang mot danh
sach cac sd N bit md ta mau cta cac 6. Bay gio ta c6 thé xi Iy N cot cung lic
bing phép toan bit. Trong doan ma sau, color[y][k] biéu dién mot khéi gom
N mau dudi dang bit.
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int count = 0;
for (int i =0;1 <= n/N;i++) {

count += ___ builtin_ popcount(color|a][i]&color[b][i]);
}

Thuat toan thu duge chay trong thoi gian O(n?/N).

Chung t6i sinh mot luéi ngdu nhién kich thude 2500 x 2500 va so sanh
cach cai dit ban dau véi cach cai dit dudce to6i uu héa bing bit. Trong khi
ma ban dau mat 29.6 gidy, phién ban t6i uu héa bing bit chi mat 3.1 giay véi
N = 32 (céc sb int) va 1.7 giay v6i N = 64 (cac sb long long).

10.5 Quy hoach dong

Cac phép toan bit cung cap mot cach hidu qua va tién 10i dé cai dit cac thuat
toan quy hoach dong ma trang thai chia céc tap con ctia cidc phan ta, vi
nhiing trang thai nhu vay c6 thé dude luu duéi dang sé nguyén. Tiép theo,
ta thao luan cac vi du vé viéc két hop phép toan bit va quy hoach dong.

Lua chon t6i uu

La vi du dau tién, xét bai toan sau: Ta dudc cho gid cia k san pham trong
n ngay, va mudn mua mdi san phadm ding mot 1an. Tuy nhién, ta chi dudc
phép mua nhidu nhit mot san pham trong mot ngay. Tdng gid nhoé nhat 1a
bao nhiéu? Vi du, xét tinh huéng sau (k = 3 van = 8):

san pham 0

san pham 1

g|lo|lo|o
W N[ |HR
|l |uo|o
(o b
wl=aloo|~
U] | o
|| =]
Ao |

san pham 2

Trong tinh hudng nay, tong gia nhé nhat 14 5:

san pham 0

san pham 1

Ot || O
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D[N W
W | ~3|[00 |
QOO | Ot
= 3| =] o
Ao |

sdn pham 2

Goi price[z][d] 12 gia ctia sdn pham x vao ngay d. Vi du, trong tinh hudng
trén price[2][3] = 7. Tiép theo, goi total(S, d) 1a tong gid nhé nhat dé mua mot
tap con S cac san pham trudc hoic trong ngay d. Dung ham nay, 16i giai ciia
bai toan 1a total({0...k — 1}, n — 1).

Trudce hét, total(), d) = 0, vi khong tén chi phi gi dé mua mot tap rong,
va total({z},0) = price[z][0], vi ¢6 mdt cach dé mua mot san pham vao ngay
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dau tién. Sau dé, c6 thé dung cong thiic truy hdi sau:

total(S, d) = min(total(S,d — 1),
miél(total(S \ z,d — 1) + price[z][d]))
TE

Didu nay c6 nghia 1a ta hodc khong mua san pham nio vao ngay d, hoac
mua mot san pham z thudc S. Trong truong hop sau, ta loai x khéi S va
cong gia ciia x vao tong gia.

Budc tiép theo 14 tinh céc gid tri cia ham bing quy hoach déng. Dé luu
c4c gia tri cia ham, ta khai bdo mot mang

int total[1<<K][N];

trong d6 K va N 1a c4c hiing d 16n. Chiéu dau tién ctia mang tuong ting véi
mot biéu dién bit ctia mot tap con.
Truéc hét, cac truong hdp d = 0 c6 thé dude xi Iy nhu sau:

for (int x = 0; x < k; x++) {
total [1<<x][0] = price[x ][0];
}

Sau d6, cong thiic truy hdi dude chuyén thanh doan ma sau:

for (int d =1;d < n; d++4) {
for (int s =0; s < (1<<k); s++) {
total [s][d] = total[s][d-1];
for (int x = 0; x < k; x++) {
if (s&(1<<x)) {
total [s][d] = min(total[s][d],
total [s™(1<<x)][d-1]+price[x][d]);

}

Do phiic tap thoi gian ctia thuat toan 1a O(n2*k).

Tir hoan vi dén tap con

Dung quy hoach dong, thuong cé thé chuyén mot vong lip trén cac hoan vi
thanh mot vong lap trén cac tap co Loi ich ctia viéc nay la n!, s6 luong
hoén vi, 16n hon rat nhiéu so véi 27, s6 luong tap con. Vi du, néu n = 20, thi
nl ~ 2.4-10' va 2" ~ 10%. Do d6, vé6i mét s gia tri ciia n, ta c¢6 thé duyét cac
tap con mot cach hiéu qua nhung khong thé duyét cac hoan vi.

La mot vi du, xét bai toan sau: C6 mot thang may véi trong luong toi da
x, v n ngudi véi trong luong da biét mudn di tir tAng trét 1én tang cao nhat.

1Ky thuat nay dudc gidi thiéu nam 1962 bsi M. Held va R. M. Karp [34].
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Can it nhat bao nhiéu luot di néu moi ngusi vao thang may theo mot thi tu
toi uu?
Viduy, gia st z = 10, n = 5 va cac trong luong nhu sau:

ngusi trong lugng

0 2
1 3
2 3
3 5
4 6

Trong trudng hop nay, s6 luct di nhé nhat 1a 2. Mot thi tu téi vula {0,2, 3, 1,4},
chia moi ngudi thanh hai lugt di: dau tién {0, 2,3} (téng trong lugng 10), va
sau d6 {1,4} (tong trong lugng 9).

Bai toan c6 thé dugc giai dé dang trong thoi gian O(n!n) bing cach thi
tat ca cdc hoan vi c6 thé ctia n ngusi. Tuy nhién, ta c6 thé dung quy hoach
dong dé c6 mét thuat toan hiéu qua hon véi thoi gian O(2"n). Y tudng 1a
tinh cho mdi tap con ngudi hai gia tri: s6 lust di nhé nhat can thiét va trong
lugng nhd nhat ciia nhitng ngudi di trong nhém cudi ciing.

Goi weight[p] 1a trong lugng ctia ngudi p. Ta dinh nghia hai ham: rides(5)
12 s6 luot di nhé nhat cho mot tap con S, va last(S) 1a trong lugng nhé nhat
cta ludt di cudi cung. Vi du, trong tinh huéng trén

rides({1,3,4}) =2 va last({1,3,4}) =5,

vi cac lugt di t6i uu la {1,4} va {3}, va luet di thi hai c6 trong lugng 5. Di
nhién, muc tiéu cudi cung cta ta la tinh gia tri caa rides({0...n — 1}).

Ta c6 thé tinh cac gia tri ciia cac ham mot cach dé quy rdi 4p dung quy
hoach dong. Y tuéng la duyét qua tat ca nhiing ngudi thudc S va chon téi
uu ngudi cubi cung p bude vao thang may. Méi lua chon nhu vay tao ra mot
bai toan con cho mot tAp ngudi nhé hon. Néu last(S \ p) + weight[p] < z, ta ¢6
thé thém p vao lugt di cudi cung. Ngudc lai, ta phai danh mot ludt di méi
ma ban dau chi chia p.

Dé cai dat quy hoach dong, ta khai bao mot mang

pair<int,int> best[1<<N]J;

chita cho mbi tap con S mot cip (rides(S), last(S)). Ta dat gia tri cho nhém
réng nhu sau:

best [0] = {1,0};

Sau d6, ta c6 thé dién mang nhu sau:

for (int s =1;s < (I<<n); s++) {
// initial value: n+1 rides are needed
best[s] = {n+1,0};
for (int p=0; p < n; p++) {
if (s&(1<<p)) {
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auto option = best[s™(1<<p)];

if (option.second+weight[p] <= x) {
// add p to an existing ride
option.second += weight|[p];

} else {
// reserve a new ride for p
option. first ++;
option.second = weight[p];

}

best[s] = min(best[s], option);

}
}

Luu y ring vong lip trén dam bao ring véi bat ky hai tap con S; va S, sao
cho S; C Sy, ta xtt Iy S; trude S,. Do d6, cac gia tri quy hoach dong dudc tinh
theo ding thu tu.

Pém tap con

Bai toan cudi cung cta ching ta trong chuong nay nhu sau: Cho X =
{0...n — 1}, va mdi tap con S C X dudc gan mot s6 nguyén value[S]. Nhiém
vu cta ta 1a tinh cho méi S

sum(S) = Z value[A],

tic 1a tdng gia tri cia cac tap con ctaa S.
Vi du, gia st&t n = 3 va cac gia tri nhu sau:

e value[f)] = 3 o value[{2}] = 5

o value[{0}] = 1 o value[{0,2}] = 1

o value[{1}] = 4 o value[{1,2}] = 3
o value[{0,1}] = 5 o value[{0,1,2}] = 3

Trong truong hdp nay, vi du,

sum({0,2}) = value[d] + value[{0}] + value[{2}] + value[{0, 2}]
=3+1+5+1=10.

Vi c6 téng cong 2" tap con, mét 18i giai kha di 1a duyét qua tat ca céc cip
tap con trong thoi gian O(2?"). Tuy nhién, bing quy hoach dong, ta c6 thé
giai bai toan trong thai gian O(2"n). Y tudng 1a tap trung vao céc téng ma
cac phan ti c6 thé dugc loai khéi S bi giéi han.

Goi partial(S, k) 1 tdng gia tri ctia cdc tap con cia S véi rang budc ring
chi cac phan t 0. ..k c6 thé bi loai khéi S. Vi du,

partial({0, 2}, 1) = value[{2}] + value[{0, 2}],
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vi ta chi c6 thé loai cdc phan t 0. .. 1. Ta c6 thé tinh cac gia tri ctia sum bing
cac gia tri cua partial, vi

sum(S) = partial(S,n — 1).
Cac truong hdp co sé caa ham la
partial(S, —1) = value[5],

vi trong trudng hop nay khéng phan ti nao cé thé bi loai khéi S. Sau dé,
trong trudng hop tdng quat, ta c6 thé dung cong thiic truy hdi sau:

partial(s. k) — {part?al(s, kE—1) | k¢S
partial(S, k — 1) 4 partial(S \ {k},k—1) ke S
O day ta tap trung vao phan t& k. Néu k € S, ta ¢6 hai lua chon: hoic gitt &
trong S hoac loai n6 khéi S.
C6 mot cach dic biét khéo 1éo dé cai dit viée tinh cac téng. Ta c6 thé khai
bao mot mang

int sum[1<<NJ;

sé chiia tdng ctia mdi tap con. Mang dude khéi tao nhu sau:

for (int s = 0; s < (1<<n); s++) {
sum(s| = value[s|;
}

Sau d6, ta c6 thé dién mang nhu sau:

for (int k = 0; k < n; k++) {
for (int s =0; s < (1<<n); s++) {
if (s&(1<<k)) sum[s] += sum[s™(1<<k)];
}

}

Poan ma nay tinh cac gia tri cia partial(S, k) véi k = 0...n—1 vao mang sum.
Vi partial(S, k) luén dua trén partial(S, k — 1), ta c6 thé tai st dung mang
sum, tao ra mot cach cai dit rat hiéu qua.
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Phan 11
Thuat toan d6 thi
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Chuong 11

Cd ban vé db thi

Nhiéu bai toan lap trinh c6 thé dudc giai biing cach mé hinh héa bai toan
thanh mot bai toan d6 thi va stt dung moét thuat toan do thi thich hop. Mot
vi du dién hinh ctia d6 thi 12 mang luéi duong sa va cac thanh phd trong
mot qudc gia. Tuy vay, d6i khi do thi bi 4n trong bai toan va c6 thé khé nhan
ra no.

Phan nay ctia cudén sach ban vé cac thuat toan doé thi, dic biét tap trung
vao nhitng chii d& quan trong trong lap trinh thi dau. Trong chudng nay,
ching ta xét cdc khai niém lién quan dén d6 thi, va nghién citu nhitng cach
khéc nhau dé biéu dién db thi trong thuat toan.

11.1 Thuat ngit dd thi

Mot @6 thi (graph) gdm cac dinh (node) va cic canh (edge). Trong cudn
sach nay, bién n biéu thi s6 dinh trong mét dd thi, va bién m biéu thi sé canh.
Céc dinh dude danh s6 bang céc sd nguyén 1,2,...,n.

Vi du, d6 thi sau gdm 5 dinh va 7 canh:

e

Mot dudng di (path) dan tit dinh a dén dinh b qua céc canh ciia do thi.
Do dai ciia mot duong di 14 s6 canh trong dudng di d6. Vi du, do thi trén
chita duong di 1 — 3 — 4 — 5 c6 do dai 3 tit dinh 1 dén dinh 5:

o
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Mot duong di 1a mot chu trinh (cycle) néu dinh dau va dinh cudi 1a cung
mot dinh. Vi du, d6 thi trén chia chu trinh 1 — 3 — 4 — 1. Mot duong di l1a
don néu mdi dinh xuit hién nhiéu nhat mot lan trong dudsng di.

Tinh lién thong

Mot @6 thi 1a lién théng néu c6 mot duong di gitia hai dinh bat ky. Vi du,

do thi sau la lién thong:
O (2)
(3) (W)

D6 thi sau khong lién thong, vi khong thé di tit dinh 4 dén bat ky dinh
nao khac:

@

Céc phan lién théng ctia mot d6 thi dudc goi 1a cac thanh phan lién
thong (components) ctia né. Vi du, dd thi sau chita ba thanh phan lién théng:

{1, 2, 3},{4, 5,6, 7} va {8}.
(D)——)
(O——O

Mot cay (tree) 1a mot do thi lién thong gom n dinh va n — 1 canh. Cé dung
mot duong di gitta hai dinh bat ky ctia mot cay. Vi du, d6 thi sau 12 mot cay:

Hudng cia canh

Mot do thi 1a ¢6 huéng néu cac canh chi cé thé dude di qua theo mét chiéu.
Vi du, d6 thi sau 1a ¢6 hudng:
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D6 thi trén chia dusng di 3 — 1 — 2 — 5 tit dinh 3 dén dinh 5, nhung
khong c6 dudng di tit dinh 5 dén dinh 3.
Trong s6 canh

Trong mdt dd thi cé trong sé, mdi canh dudc gdn mot trong s6. Cac trong
s6 thuong dudc hiéu 1a d6 dai canh. Vi du, dd thi sau 1a d thi c6 trong s6:

D6 dai cia mét duong di trong d6 thi c6 trong s 1a téng trong s ciia cac
canh trén dudng di. Vi du, trong d6 thi trén, d6 dai cia dudng dil -2 — 5
la 12, va do dai ctia duong di 1 — 3 — 4 — 5 1a 11. Puong di sau la duong di
ngan nhat tit dinh 1 dén dinh 5.

Dinh k& va bac

Hai dinh 12 dinh ké hoic ké nhau néu c6 mot canh giita chiing. Bac ctia
mot dinh 1a s6 dinh ké ctia né. Vi du, trong d6 thi sau, cac dinh ké ciia dinh
21a1, 4 va5, nén bac cia né la 3.

Téng céac bac trong moét dé thi ludn 1a 2m, trong dé m 14 sd canh, vi mdi
canh lam ting bac cia dung hai dinh thém mét. Vi 1y do nay, téng cac bac
luon 1a s6 chén.

Mot d6 thi 1a chinh quy néu bac ctia moi dinh 14 mot hing sé d. Mot do
thi 12 d@ay da néu bac ctia moi dinh 1a n — 1, tic 1a do thi chia tat ca cac
canh c6 thé cé gitta cac dinh.

Trong mot do6 thi c6 huéng, bac vao ciia mot dinh 14 s6 canh két thic tai
dinh d6, va bac ra ctia mot dinh 14 s6 canh bit dau tu dinh d6. Vi du, trong
do thi sau, bac vao ctia dinh 2 14 2, va bac ra ctia dinh 2 1a 1.
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Trong mot cach té6 mau ciia mot d6 thi, mdi dinh dude gan mot mau sao
cho khong c¢6 hai dinh ké nhau nao c¢6 cing mau.

Mot do thi 1a hai phia (bipartite) néu cé thé t6 mau né bing hai mau.
Hoéa ra mot do thi 1a hai phia khi va chi khi né khong chita chu trinh c6 s6
canh 18. Vi du, d6 thi

12 hai phia, vi né c¢6 thé dudc t6 mau nhu sau:

To mau

Tuy nhién, d6 thi

khong phai 14 hai phia, vi khong thé t6 mau chu trinh gdm ba dinh sau bang
hai mau:
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Tinh don

Mot do thi 14 don néu khong cé canh nao bit dau va két thic tai cing mot
dinh, va khong c6 nhiéu canh gitta cung hai dinh. Thong thudng ta gia st
riang cac do thi 1a don. Vi du, d6 thi sau khéng don:

11.2 Biéu dién d6 thi

Cé6 nhidu cach dé biéu dién dd thi trong thuat toan. Viéc chon cau tric dit
liéu phu thudc vao kich thude ctia d6 thi va cach thuat toan xi 1y né. Tiép
theo chiing ta sé xét ba cach biéu di&n phd bién.

Biéu dién bang danh sach ké

Trong biéu dién bing danh sach ké, mdi dinh = trong d6 thi dudc gan mot
danh sach ké gdom cac dinh ma c6 canh di tit z dén ching. Danh sach ké
14 cach phd bién nhat dé biéu dién dd thi, va hau hét cac thuat toan cé thé
dudc cai dit hiéu qua bing c4ach dung ching.

Mot cach thuén tién dé Iuu cac danh sach ké 1a khai bdo mét mang céc
vector nhu sau:

vector<int> adj[N];

Hing s6 N dudc chon sao cho cé thé luu dudc tat ca cac danh sach ké. Vi

du, @ thi
(O—)
(1)
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Néu db thi 1a v6 huéng, né c6 thé dudc luu theo cach tuong tu, nhung
mdi canh dudc thém vao theo ca hai huéng.
Véi dd thi c6 trong sd, cau tric c6 thé dude mé rong nhu sau:

vector<pair<int,int>> adj[N];

Trong trudng hop nay, danh sach ké ctaa dinh a chia cép (b, w) mbi khi
c6 mot canh tir dinh a dén dinh b véi trong s6 w. Vi du, d6 thi

¢6 thé dudc luu nhu sau:

adj [1]. push__back({2,5});
adj [2]. push_back({3,7});
adj [2]. push_ back({4,6});
[3]. ({4,5});
[4]. ({1,2})

adj [3]. push_back({4,5}
adj [4]. push__back({1,2}

Y

)

Lgi ich ctia viéc dung danh sach ké 1a ta c6 thé tim hiéu qua cac dinh ma
ta c6 thé di chuyén téi tit mot dinh cho truée qua mot canh. Vi du, vong lap
sau duyét qua tat ca cic dinh ma ta c6 thé di chuyén téi tit dinh s:

for (autou : adj[s]) {
// process node u
}

Biéu dién bang ma tran ké

Mbt ma tran ké 12 mot mang hai chidu cho biét dd thi chia nhitng canh
nao. Ta c6 thé kiém tra hiéu qua tit ma tran ké xem c6 canh gitta hai dinh
hay khong. Ma tran cé thé duge luu duéi dang mot mang

int adj[N][N];

trong d6 mbi gi4 tri adj[a][b] cho biét d6 thi c6 chita mét canh tir dinh o dén
dinh b hay khong. Néu canh d6 ¢6 trong do thi, thi adj[a][b] = 1, va ngudgc lai
adj[a][b] = 0. Vi du, d06 thi

@_.
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c6 thé dugc biéu dién nhu sau:

H|lo|lo|o|r
o|lo|lo|~|M
olo|lr|o|w
olr|R|lolhn

W N =

Néu db thi c6 trong sd, biéu dién bing ma tran ké c6 thé dudec mé rong
sao cho ma tran chita trong so ciia canh néu canh dé ton tai. Khi dung cach
bidu didn nay, dd thi

: 5 7
2\ 6 5
tuong ung v6i ma tran sau:

1 2 3 4
1/0(5[{0/0
2/0/0]7]6
3/0/0(0]|5
412/0(0/0

Nhugc diém ciia biéu dién biing ma tran ké 1a ma tran chia n? phan tu,
va thuong phan 16n trong s6 d6 1a 0. Vi Iy do nay, cach biéu dién nay khong
thé dugc dung néu dd thi lén.

Biéu dién bang danh sach canh

Mot danh siach canh chiia tat ci cac canh ctia mot do thi theo mot thit tu
nao d6. Day 14 mot cach thuan tién dé biéu dién dd thi néu thuat toan xi 1y
tat ca cac canh ctia d6 thi va khong can tim cac canh bit dau tit mét dinh
cho trudc.

Danh sach canh c¢6 thé dugc luu trong mét vector

vector<pair<int,int>> edges;

trong d6 mdi cdp (a,b) biéu thi réing c6 mot canh tit dinh a dén dinh b. Do d6,
do thi
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Q—®
(4)

¢6 thé dudc biéu dién nhu sau:

edges.push_ back({1,2});
edges.push_ back({2,3});
edges.push_ back({2,4});
({3:4})
({4,1})

edges.push_ back({3,4}
edges.push_ back({4,1}

)

I

Néu db thi c6 trong s6, ciu tric c6 thé dusc md rong nhu sau:

vector<tuple<int,int,int >> edges;

M&bi phan ti trong danh sach nay c¢6 dang (a, b, w), nghia 1a ¢6 mét canh tir
dinh a dén dinh b véi trong sbé w. Vi du, do thi

OOn

2\ 6 5

c6 thé dugc biéu dién nhu saull}

edges.push_ back({1,2,5});
edges.push_back({2,3,7});
edges.push_ back({2,4,6});
( )
( )

edges.push_ back({3,4,5}
edges.push_ back({4,1,2}

9

)

ITrong mét s6 trinh bién dich cii hon, phai dung ham make tuple thay cho cip ngoac
nhon (vi dy, make_ tuple(1,2,5) thay cho {1,2,5}).
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Chuong 12
Duyét d6 thi (Graph Traversal)

Chuong nay ban vé hai thuat toan do thi co ban: tim kiém theo chiéu sau
va tim kiém theo chiéu rong. Ca hai thuat toan déu nhan mot dinh xuét
phat trong do thi va tham tat ca céac dinh cé thé di téi tit dinh d6. Diém khéc
nhau gitta hai thuéat toan la thi tu ma ching tham cac dinh.

12.1 Tim kiém theo chiéu sau

Tim kiém theo chiéu sau (Depth-first search, DFS) 1a mot ky thuat duyét
do6 thi don gian. Thuat toan bat dau ti mot dinh xuat phat, roi di téi tat ca
cac dinh khéc c6 thé dat dugc tit dinh xuit phat bing cac canh cta dd thi.

Tim kiém theo chiéu sau luén di theo mot dudng di duy nhat trong do
thi chitng nao con tim thay dinh méi. Sau d6, né quay lai cac dinh truée dé
va bit ddu kham pha nhitng phan khéc ciia do thi. Thuat to4an ghi nhé cac
dinh d4 tham, nhd d6 mdi dinh chi dudc xi ly mot 1an.

Vi du

Hay xét cach tim kiém theo chiéu sau x ly do thi sau:

Ta c6 thé bat dau tim kiém & bat ky dinh nao ctia d6 thi; 6 day ta bat dau tu
dinh 1.
Trudc tién, tim kiém di t6i dinh 2:
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Sau do, cac dinh 3 va 5 sé dudc tham:

Céc dinh ké ctia dinh 5 12 2 va 3, nhung tim kiém d& thim ca hai dinh nay,
vi vay da dén ldc quay lai cac dinh trude d6. Cac dinh ké ctia 3 va 2 ciing da
dudc tham, nén tiép theo ta di tit dinh 1 téi dinh 4:

Sau budc nay, tim kiém két thic vi né da thim tat ca cac dinh.

D6 phiic tap thoi gian cia tim kiém theo chiéu sau 1a O(n + m), trong d6
n 1a s6 dinh va m 14 s6 canh, vi thuat toan xi 1y mdi dinh va mdi canh mot
lan.

Cai dat

Tim kiém theo chiéu sau c6 thé dudc cai dit thuan tién bing dé quy. Ham
dfs sau bat dau mot luot tim kiém theo chiéu sau tit mot dinh cho trudée.
Ham gia st d6 thi dudc luu dudi dang danh sach ké trong mot mang

vector<int> adj[N];

va ciing duy tri mot mang

bool visited [N;

dung dé ghi nhé cac dinh da thiam. Ban dau, mdi gi4 tri trong mang la false,
va khi tim kiém téi dinh s, gia tri visited[s] tré thanh true. Ham c6 thé dudc
cai dat nhu sau:

void dfs(int s) {
if (visited [s]) return;
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visited [s] = true;

// process node s

for (auto w: adj[s]) {
dfs(u);

}

12.2 Tim kiém theo chiéu rong

Tim kiém theo chiéu rong (Breadth-first search, BFS) thim c4c dinh
theo thi tu ting dan ctia khoang céach ti dinh xuat phat. Do d6, ta c6 thé
dung tim kiém theo chiéu réng dé tinh khoang cach tir dinh xuat phat téi
tat ca cac dinh khac. Tuy nhién, tim kiém theo chiéu rong khé cai dit hon
tim kiém theo chiéu sau.

Tim kiém theo chiéu rong di qua cac dinh tiing mitc mot. Trudc tién, tim
kiém kh4am pha cdc dinh c6 khoang cach t6i dinh xuat phat 1a 1, sau dé 1a
cac dinh c6 khoang céach 1a 2, v.v. Qua trinh nay tiép tuc cho téi khi tat ca
cac dinh da dudc tham.

Vi du
Hay xét cach tim kiém theo chiéu rong xt ly d6 thi sau:

1 (2) 3

Gia stt tim kiém bat dau tai dinh 1. Trudc tién, ta xt Iy tat ca cac dinh cé
thé di t6i tir dinh 1 biing dting mot canh:

1 »2) 3

Sau d6, ta di tiép téi cac dinh 3 va 5:
1 (2 —(3
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Cubdi cung, ta tham dinh 6:

1 (2) 3

Bay gid ta da tinh dudc khoang cach tit dinh xuét phat téi tat ca cac dinh
ctia do thi. Cac khoang cach nhu sau:

dinh khoang cach
0

Ut W N
WN DN -

Tuong tu tim kiém theo chiéu sau, do phic tap thdi gian ctia tim kiém
theo chiéu rong 1a O(n + m), trong d6 n 1a s6 dinh va m 14 s6 canh.

Cai dat

Tim kiém theo chiéu rong khé cai d#t hon tim kiém theo chiéu sau, vi thuat
toan tham cac dinh 6 nhidu phan khac nhau ciia dd thi. Cach cai dit dién
hinh dua trén mét hang doi chia cac dinh. O méi bude, dinh tiép theo trong
hang doi sé dude xi ly.

Doan ma sau gia st d6 thi dude luu duéi dang danh sach ké va duy tri
cac cau truc di liéu sau:

queue<int> q;
bool visited [N];
int distance [N];

Hang doi q chita céc dinh can xit ly theo thi tu tidng dan ctia khoang
cach. Cac dinh méi luén dude thém vao cudi hang dgi, va dinh 6 dau hang
doi 1a dinh tiép theo dudc x ly. Mang visited cho biét nhitng dinh nao da
dudc tim kiém thim, con mang distance sé chita khoang cach tir dinh xuat
phat t6i tat ca cac dinh cia do thi.

Tim kiém c6 thé dudc cai dat nhu sau, bat dau tai dinh z:

visited [x] = true;
distance[x] = 0;
q.push(x);

while (!q.empty()) {
int s = q.front(); q.pop();
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// process node s
for (auto u : adj[s]) {
if (visited [u]) continue;

visited [u] = true;
distance[u] = distance[s]+1;
q.push(u);

12.3 Ung dung

Biing cac thuat toan duyét do thi, ta c6 thé kiém tra nhidu tinh chat cia do
thi. Thong thuong, ca tim kiém theo chiéu sau va tim kiém theo chiéu rong
déu c6 thé dung dudc, nhung trong thuec té, tim kiém theo chidu sau thudng
14 lua chon t6t hon vi d& cai dit hon. Trong cac ung dung sau, ta gia s do
thi 1a v6 huéng.

Kiém tra tinh lién thong
Mot do thi 14 lién thong néu ton tai mot dudng di gitta moi cip dinh cia do

thi. Vi vay, ta c6 thé kiém tra do thi c6 lién thong hay khong bing cach bat
dau tit mot dinh bat ky va xem ta c6 thé di téi tit ca cac dinh con lai hay

> |

Vi du, trong dd thi
mot lugt tim kiém theo chiéu sau tit dinh 1 thdm cédc dinh sau:

> |

Vi tim kiém khéng tham tit ca cac dinh, ta c6 thé két luan ring do6 thi
khong lién thong. Tuong tu, ta ciing c6 thé tim tit ca cac thanh phan lién
thong cia mot do thi bing cach duyét qua cdc dinh va luén bit ddu mot lugt
tim kiém theo chidu sdu méi néu dinh hién tai chua thuoc thanh phan nao.
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Tim chu trinh

Mot d6 thi chiia chu trinh néu trong khi duyét dé thi, ta tim thay mot dinh
c6 dinh ké (khac véi dinh ngay truéce d6 trén dudng di hién tai) da ducc tham.

Vi du, @ thi
(1) (2)
(3]
(1) (5)

chiia hai chu trinh va ta c6 thé tim mét trong sd d6 nhu sau:

Sau khi di tit dinh 2 téi dinh 5, ta nhan thiy dinh ké 3 ctia dinh 5 da
dugc tham. Vi vay, dd thi chita mét chu trinh di qua dinh 3, chidng han
3—2—=5—3.

Mot cach khéac dé kiém tra dd thi c6 chia chu trinh hay khong 14 tinh s6
dinh va s6 canh trong tiing thanh phan. Néu mét thanh phan cé ¢ dinh va
khoéng c6 chu trinh, né phai c6 ding ¢ — 1 canh (tic 12 né 12 mot cay). Néu c6
c canh trg 1én, thanh phan d6 chic chin chita mét chu trinh.

Kiém tra tinh hai phia

Mot do thi 1a hai phia (bipartite) néu cac dinh ciia né c6 thé dudc t6 bing
hai mau sao cho khong c6é hai dinh k& nhau cing mau. Viéc kiém tra mot do
thi c6 hai phia hay khong bing cac thuat toan duyét d6 thi don gian mot
cach bat ngd.

Y tudng 1a t6 dinh xult phat mau xanh, tat ca cac dinh ké ctia né mau
do, tat ca cac dinh ké ctia ching mau xanh, v.v. Néu tai moét thoi diém nao
dé6 ctia qua trinh tim kiém ta thiy hai dinh ké nhau c6 cing mau, diéu nay
nghia 1a d6 thi khong hai phia. Ngudc lai, d6 thi 14 hai phia va ta da tim
dudc mot cach t6 mau.

Vi du, dé thi
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khoéng hai phia, vi mot luot tim kiém tit dinh 1 dién ra nhu sau:

Ta nhan thiy ca hai dinh 2 va 5 déu c6 mau d6, trong khi ching 14 hai dinh
ké nhau trong do thi. Vi vay, d6 thi khong hai phia.

Thuat toan nay luoén ding, vi khi chi ¢6 hai mau, mau cia dinh xuat
phat trong mét thanh phan quyét dinh mau ciia tat ca cac dinh khéc trong
thanh phan dé. Viéc dinh xuét phat 1a dé hay xanh khong tao ra khac biét.

Luu y rang trong trudng hdp téng quat, viéc xac dinh céc dinh ciia mét
dd thi c6 thé dudc to bang k mau sao cho khéng c¢6 hai dinh k& nhau cung
mau la khé. Ngay ca khi k& = 3, chua c6 thuat toan hiéu qua nao dugc biét,
va bai toan 1a NP-kho.
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Chuong 13
Pudng di ngan nhat

Tim dudng di ngdn nhat gitta hai dinh ctia mét d6 thi 12 mot bai todn quan
trong véi nhidu ing dung thuc té. Vi du, mot bai toan tu nhién lién quan
dén mang luéi duong bo 1a tinh d6 dai nhé nhat c¢6 thé ctia mét tuyén dudng
gitta hai thanh phd, khi biét do6 dai ctia c4dc con duong.

Trong d6 thi khong trong s6, do dai ciia mot dudng di bing sb canh cta
né, va ta c6 thé chi can dung tim kiém theo chiéu rong dé tim dudng di ngin
nh4t. Tuy nhién, trong chuong nay ta tap trung vao d6 thi c6 trong s6, ndi
can céc thuat toan tinh vi hon dé tim dudng di ngin nhét.

13.1 Thuat toan Bellman-Ford

Thuit toan Bellman-Ford|tim c4c dudng di ngén nhat tit mot dinh xuét
phat t6i tat ca cac dinh ctia d6 thi. Thuat toan c6 thé xit 1y moi loai do thi,
mién 1a d6 thi khong chita chu trinh c¢6 d6 dai &m. Néu d6 thi chia chu trinh
am, thuat toan c6 thé phat hién didu dé.

Thuat toan theo doi khoang cach tit dinh xuat phat téi tat ca cac dinh
ctia d6 thi. Ban dau, khoang cach t6i dinh xuat phat 1a 0 va khoang cach
t6i moi dinh khéc 1a v6 cuc. Thuat toan gidm dan cic khoang céach bing
cach tim nhiing canh lam ngin dudng di, cho t6i khi khéng thé giam thém
khoang cach nao.

Vi du

Hay xét cach thuat toan Bellman—Ford hoat dong trén d6 thi sau:

IThuat toan dudc dit theo tén R. E. Bellman va L. R. Ford, nhitng ngudi cong bd né doc
lap 1an lugt vao céc ndm 1958 va 1956 [5], [24].
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Mbi dinh ctia d6 thi dudc gan mot khoang cach. Ban dau, khoang céach téi
dinh xuét phat 12 0, va khoang céch t6i moi dinh khéc 14 vé cuc.

Thuat toan tim c4c canh 1am gidm khoang céach. Pau tién, tat ca céc
canh xuat phat tit dinh 1 d&u lam giam khoang céch:

0 5 5}

Sau buéc nay, khéng canh nao cé thé 1am giadm khoang cach. Diéu dé
nghia 12 cac khoang cach da la cubi cung, va ta da tinh thanh céng cac
khoang cach ngin nhat tir dinh xuat phat téi tat ca cac dinh ctia do thi.

Vi du, khoang cach ngén nhat 3 tir dinh 1 téi dinh 5 tuong ing véi dudng
di sau:
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Cai dit

Cai dat sau ctia thuat toan Bellman—Ford x4c dinh cac khoang cach ngin
nhét tit mot dinh z t6i tat ca cac dinh ctia d6 thi. Poan ma gia st d6 thi dudc
luu duéi dang danh sach canh edges, gom céc b c¢6 dang (a, b, w), nghia la ¢6
mot canh tit dinh « t6i dinh b véi trong s6 w.

Thuat toan gom n — 1 vong, va 6 mdi vong thuat toan duyét qua tat ca
cac canh ctia d6 thi roi ¢6 gdng gidm céac khoang cach. Thuat toan xay dung
mang distance chita khoang cach tit = téi tat ca cac dinh ctia d6 thi. Hing
INF biéu dién khoang cach vé cuc.

for (int i =1;1
distance[x] = 0;
for (int i =151
for (autoe :

int a, b,

tie (a, b,

<= n; i++) distance[i] = INF;

<=n-1; i++) {
edges) {

w5

w) = ¢

distance[b] = min(distance[b], distance[a]+w);

}

Do phic tap thoi gian ctia thuat toan 1a O(nm), vi thuat toan gobm n — 1
vong va duyét qua tat ca m canh trong mdi vong. Néu dd thi khong c6 chu
trinh am, tat ca khoang céch sé 1a cudi cung sau n — 1 vong, vi mdi duong di
ngin nhat c6 thé chia nhidu nhit n — 1 canh.

Trong thuc té, cdc khodng cach cudi cung thuong dudc tim thay nhanh
hon n — 1 vong. Do d6, mot cach dé lam thuat toan hiéu qua hon 1a ding
thuat toan néu trong mot vong khong c6 khoang cach nao c6 thé dude giam.

Chu trinh am

Thuat toan Bellman—Ford ciing c6 thé dude dung dé kiém tra dd thi c6 chia
chu trinh d6 dai Am hay khong. Vi du, d6 thi
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chia moét chu trinh &am 2 — 3 — 4 — 2 ¢6 d6 dai —4.

Néu do6 thi chita chu trinh am, ta c6 thé 1am ngén vo han 1an bat ky
dudng di ndo chiia chu trinh d6 bing cach lip lai chu trinh nhiéu 1an. Vi vay,
khai niém dudng di ngdn nhat khong con c6 y nghia trong tinh huéng nay.

C6 thé phat hién chu trinh 4am bing thuat toan Bellman—Ford bing cach
chay thuat toan trong n vong. Néu vong cudi cung lam gidm bat ky khoang
c4ch nao, d6 thi chita moét chu trinh Am. Luu ¥ ring thuat todn nay cé thé
dude dung dé tim chu trinh Am trong toan bo doé thi, bat ké dinh xuat phat
la gi.

Thuat toan SPFA

Thuat toan SPFA ("Shortest Path Faster Algorithm”) [20] 14 mét bién thé
ctia thuat toan Bellman—Ford, thudng hiéu qua hon thuat toan gbc. SPFA
khéong duyét qua tat ca cac canh ¢ mdi vong, ma chon c4c canh can xét mot
cach thong minh hon.

Thuat toan duy tri moét hang dogi cac dinh c6 thé dugc dung dé giam
khoang cach. Dau tién, thuat toan thém dinh xuat phat = vao hang ddi. Sau
dé6, thuat toan luén xit Iy dinh dau tién trong hang dgi, va khi mot canh
a — blam gidm mot khoang cach, dinh b dude thém vao hang dgi.

Hiéu qua ctia thuat toan SPFA phu thudc vao cau tric ctia d6 thi: thuat
toan thudng chay nhanh, nhung doé phtec tap thdi gian trong trusng hop xau
nhét van 1a O(nm), va c6 thé tao cac bo dit liéu khién thuat todn cham nhu
Bellman—Ford gbc.

13.2 Thuat toan Dijkstra

Thuat toan Dijkstra?|tim cic dudng di ngdn nhat tit dinh xuat phat téi
tat ca cac dinh cta dd thi, tuong tu thuat toan Bellman—Ford. Uu diém ciia
thuat toan Dijkstra 1a né hiéu qua hon va c6 thé dung dé xit 1y cac d6 thi
16n. Tuy nhién, thuat toan yéu cau do thi khong cé6 canh trong s6 am.

Gidng thuat toan Bellman—Ford, thuat toan Dijkstra duy tri khoang cach
téi cac dinh va gidm ching trong qué trinh tim kiém. Thuat toan Dijkstra
hiéu qua vi né chi xit Iy mdi canh trong d6 thi mét 1an, dua trén viéc khong
¢6 canh am.

Vi du

Hay xét cach thuat toan Dijkstra hoat dong trén d6 thi sau khi dinh xuat
phat la dinh 1:

2E. W. Dijkstra cong bd thuat toan nay vao nam 1959 [14]; tuy nhién, bai bao gbc ctia
ong khong néi cach cai dat thuat toan hiéu qua.
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Gidng thuat toan Bellman—Ford, ban dau khoang céch téi dinh xuét phat 1a
0 va khoang cach téi moi dinh khac 1a v6 cuec.

O mbi budc, thuat toan Dijkstra chon mét dinh chua duge x Iy va ¢6
khoang c4ach nhé nhat cé thé. Dinh dau tién nhu vay 1a dinh 1 véi khoang
cach 0.

Khi mét dinh dude chon, thuat toan duyét qua tat ca cac canh xuét phat
ti dinh d6 va dung chiing dé gidm céc khoang cach:

Trong truong hdp nay, cac canh tu dinh 1 lam gidm khoang cach cta cac
dinh 2, 4 va 5; khoang cach ctia ching hién 14 5, 9 va 1.

Dinh tiép theo dudc xit 1y 1a dinh 5 véi khoang cach 1. Didu nay 1am giam
khoang cach téi dinh 4 tit 9 xudng 3:

Mot tinh chat dang chi ¥y ctia thuat toan Dijkstra 1a mdi khi mét dinh
dudc chon, khoang céch ctia né da 14 cudi cung. Vi du, tai thoi diém nay cia
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thuat toan, cac khoang cach 0, 1 va 3 14 khoang cach cudi cung téi cac dinh
1, 5va4.

Sau d6, thuat toan x1 ly hai dinh con lai, va cac khoang cach cudi cung
nhu sau:

Canh am

Tinh hiéu qua cta thuat toan Dijkstra dua trén gia thiét ring d6 thi khong
chita canh am. Néu c6 canh am, thuat toan c6 thé cho két qua sai. Vi du,
hay xét d6 thi sau:

Duong di ngdn nhat tit dinh 1 t6idinh 4141 — 3 — 4 va ¢6 do dai 1. Tuy
nhién, thuat toan Dijkstra tim dudng di 1 — 2 — 4 bing cach di theo cac
canh c¢6 trong s6 nhé nhat. Thuat toan khong xét dén viéc trén dudng di kia,
trong s6 —5 bu lai trong s6 16n 6 trude d6.

Cai dat

Cai dit sau ctia thuat toan Dijkstra tinh cic khodng ciach nhé nhat ti mot
dinh x té6i cac dinh khéc ctia d6 thi. D6 thi dude luu duéi dang danh séach ka,
sao cho adj[a] chita mot cép (b, w) mdi khi ¢6 mét canh tit dinh a téi dinh b
véi trong s6 w.

Mot cai d4t hidu qua ctia thuat toan Dijkstra can c6 kha niang tim nhanh
dinh chua xt Iy c6 khoang cach nhé nhat. Cau tric dit liéu phu hdp cho viéce
nay 12 hang dgi uu tién chita cac dinh dudc sip theo khodng cach ctia ching.
Dung hang ddi uu tién, ta cé thé 1ay dinh tiép theo can xit Iy trong thdi gian
logarit.

Trong doan ma sau, hang dgi uu tién q chia cac cap dang (—d, z), nghia
la khoang cach hién tai t6i dinh x 1a d. Mang distance chita khoang cach téi
tiung dinh, va mang processed cho biét mot dinh da dude xtt Iy hay chua. Ban
dau, khoang cach téi x 12 0 va t6i moi dinh khéc 1a oo.
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for (int i = 1; i <= n; i++) distance[i] = INF;
distance[x] = 0;
q.push({0,x});
while (!q.empty()) {
int a = q.top().second; q.pop();
if (processed[a]) continue;
processed[a] = true;
for (auto u : adj[a]) {
int b = u.first, w = u.second;
if (distance|a]+w < distance[b]) {
distance[b] = distance[a]+w;
q.push({-distance[b],b});

}

Luu ¥y ring hang dgi vu tién chita cac khoang cach am téi cac dinh. Ly do
12 phién ban m#c dinh ctia hang d¢i vu tién trong C++ tim phan ti 16n nhat,
trong khi ta muén tim phan ti& nhé nhat. Bing cach dung khoang cach am,
ta c6 thé ding truc tiép hang doi uu tién mic dinhf| Ciing luu y riing c6 thé
c6 nhiéu ban sao cia cung mét dinh trong hang dgi vu tién; tuy nhién, chi
ban sao c6 khoang cadch nhé nhat méi dude xit ly.

D6 phiic tap thoi gian cda cai dat trén la O(n + mlogm), vi thuat toan
duyét qua tat ca cac dinh ciia d6 thi va véi mdi canh, thém nhiéu nhat mot
khoang cach vao hang dgi uvu tién.

13.3 Thuat toan Floyd-Warshall

Thuat toan Floyd-Warshallf| cung cdp mét cach tiép can khac cho bai
toan tim duong di ngin nhat. Khac véi cac thuat toan khac trong chuong
nay, né tim moi dudng di ngdn nhat gitta cac dinh chi trong mot 1an chay.

Thuat toan duy tri moét mang hai chiéu chia khoang cach gitta c4c dinh.
Dau tién, cac khoang cach chi dudc tinh bing cic canh truc tiép gitta cac
dinh, sau d6 thuat toan giam khoang cach bing cach dung cac dinh trung
gian trén duong di.

Vi du

Hay xét cach thuat toan Floyd—Warshall hoat dong trén d6 thi sau:

3Tat nhién, ta ciing c6 thé khai bao hang dgi vu tién nhu trong Chuong 4.5 va dung
khoang cach duong, nhung cai dat sé dai hon mot chut.

4Thuat toan dudc dat theo tén R. W. Floyd va S. Warshall, nhitng ngusi céng bd né doc
lap vao nam 1962 [23] [70].
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Ban dau, khoang cach tit mdi dinh t6i chinh né 1a 0, va khoang cach gitia
hai dinh « va b 12 2 néu c6 mot canh gitia a va b véi trong s6 z. Moi khoang
cach khac la vé6 cuc.

Trong do6 thi nay, mang ban dau nhu sau:

1 2 3 4 5
1, 0 5 ~ 9 1
2! 56 0 2 o ~
3l 2 0 7
41 9 oo 7 0 2
5/ 1 o0 0o 2 0

Thuat todn gdm cédc vong lién tiép. O mdi vong, thuat toan chon mot dinh
méi c6 thé déng vai tro dinh trung gian trén cic duong di ti ldc nay, va céc
khoang cach dudc gidm bing dinh dé.

O vong dau tién, dinh 1 1a dinh trung gian méi. C6 mot dudng di méi
gitta cac dinh 2 va 4 c6 do dai 14, vi dinh 1 ndi ching lai. Ciing c6 mot dudng
di méi gitta cac dinh 2 va 5 c6 do dai 6.

1 2 3 4 5
11 0 5 o 9 1
2/ 5 0 2 14 6
3|00 2 0 7 o
4, 9 14 7 0 2
5/'1 6 oo 2 0

O vong thi hai, dinh 2 1a dinh trung gian mdi. Pidu nay tao ra cac dudng
di méi gitta cac dinh 1 va 3 va gitta cac dinh 3 va 5:

1 2 3 4 5
110 5 7 9 1
2/5 0 2 14 6
3|7 2 0 7 8
419 14 7 0 2
5/1 6 8 2 0

0 vong thi ba, dinh 3 la dinh trung gian méi. Cé moét duong di méi gitia
cac dinh 2 va 4:
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Thuat toan tiép tuc nhu vay cho téi khi tat ca cac dinh da dude chon lam
dinh trung gian. Sau khi thuat toan két thiic, mang chita khoang cach nhé
nhit gitta moi cip dinh:

1 2 3 4 5
110 6 7 3 1
2/5 0 2 8 6
3|7 2 0 7 8
4/3 8 7 0 2
5/1 6 8 2 0

Vi du, mang cho biét ring khoang cach ngén nhat gitta cac dinh 2 va 4
14 8. Piéu nay tuong tng véi duong di sau:

Cai dit

Uu diém cta thuat toan Floyd—Warshall 12 né d& cai dit. Poan ma sau xay
dung mot ma tran khoang cdch, trong d6 distance[a][b] 1& khodng cach ngén
nhat gitta hai dinh o va b. Pau tién, thuat toan khéi tao distance bing ma
tran ké adj ctia do thi:

for (int i =1; 1 <=n;i++) {
for (int j =1;j <=n;j++) {
if (i ==j) distance[i][j] = 0;
else if (adj[i][j]) distance[i][j] = adj[i][]];
else distance[i][j] = INF;

}

}

Sau d6, cac khoang cach ngin nhéat c6 thé dugc tim nhu sau:

’for (int k =1; k <=n; k++) {

139



for (int i =1;1 <=n;i++) {
for (int j =1;j <=n; j++) {
distance[i][j] = min(distance[i][j],
distance |1 ][ k]+distance[k][] ]);

}

Do phtc tap thoi gian ctia thuat toan 1a O(n?), vi né chia ba vong lap
16ng nhau duyét qua cac dinh ctia do thi.

Vi cai dit thuat toan Floyd—Warshall don gian, thuat todn cé thé 1a mot
lua chon t6t ngay ca khi ta chi can tim mot dudng di ngdn nhat duy nhat
trong dd thi. Tuy nhién, thuat toan chi c6 thé dung khi d6 thi di nho dé do
phtc tap bac ba chay da nhanh.
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Chuong 14

Thuat toan trén cay

Mbt cay 1a mot do thi lién thong, khong chu trinh gém n dinh va n — 1 canh.
Xéa bat ky canh nao khéi mot cly sé chia né thanh hai thanh phan, va thém
bat ky canh nao vao mot cay sé tao ra mot chu trinh. Hon nita, luén cé diung
mot dudng di gitta hai dinh bat ky ctia mot cay.

Vi du, cay sau gom 8 dinh va 7 canh:

e
H—0—> ©® ©

Céc 14 ctia mot cay 1a nhitng dinh c6 bac 1, tic 1a chi c6 mot dinh ké. Vi
du, cac 14 ctia cay trén la cac dinh 3, 5, 7 va 8.

Trong mot ciy c¢6 gbe, mot trong cac dinh dude chon lam gde cia cay, va
tat ca cac dinh con lai dudc dit bén duéi gbe. Vi du, trong cay sau, dinh 1 1a

dinh gbe.
(1)
ONORRO
ONNO (D
(®)

Trong cay c6 goc, cac con ctia mot dinh 1a nhitng dinh k& ndm bén duéi
né, con cha ctia mét dinh 1a dinh k& nim bén trén né. Méi dinh cé ding mot
cha, ngoai trit gc khong cé cha. Vi du, trong cay trén, cac con ctia dinh 2 1a
cac dinh 5 va 6, va cha cia né la dinh 1.
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Cau tric ctia cay c6 gbc mang tinh dé quy: mdi dinh cta cay déng vai tro
gbc ctia mot cAy con chia chinh dinh dé va tat ca cac dinh ndm trong céc
cay con ctia cac con ciia né. Vi du, trong cay trén, ciy con ciia dinh 2 gém
cac dinh 2, 5, 6 va 8:

14.1 Duyét cay

Céc thuat toan duyét dd thi téng quat c6 thé dudc dung dé duyét cac dinh
ciia mot cay. Tuy nhién, viéc duyét cay dé cai dat hon duyét dd thi téng quat,
vi trong cay khoéng c6 chu trinh va khong thé di t6i mot dinh tit nhidu huéng
khéac nhau.

Céach thong thuong dé duyét mot cay 1a bit ddu mot lugst tim kiém theo
chidu sau tit moét dinh tuy y. Ta c6 thé dung ham dé quy sau:

void dfs(int s, int e) {
// process node s
for (auto u : adj[s]) {
if (ul=e) dfs(u, s);
}

}

Ham nhan hai tham s6: dinh hién tai s va dinh truéc d6 e. Muc dich ciia
tham s6 e 12 bado dam tim kiém chi di téi nhitng dinh chua dudc tham.
Loi goi ham sau bat dau tim kiém tai dinh :

dfs(x, 0);

Trong 15i goi dau tién e = 0, vi khong c6 dinh truéc dé, va ta dudc phép
di theo bat ky huéng nao trong cay.

Quy hoach dong

Quy hoach dong c6 thé dudc dung dé tinh mot s6 thong tin trong khi duyét
cay. Bing quy hoach déng, ching han ta cé thé tinh trong thdi gian O(n) cho
mdi dinh ctia mot cay c6 gbc s6 dinh trong cay con ctia né, hodc dé dai dudng
di dai nhat tu dinh d6 t6i mot 14.
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Vi du, hay tinh cho méi dinh s mot gi4 tri count[s]: s6 dinh trong cay con
cia né. Cay con chia chinh dinh dé6 va tat ca cac dinh trong cac cay con ctia
cac con clia né, nén ta c6 thé tinh s6 dinh mot cach dé quy bing doan ma
sau:

void dfs(int s, int e) {
count[s] = 1;
for (auto u : adj[s]) {
if (u == e) continue;
dfs(u, s);
count[s] += count[u];

14.2 Duong kinh

Duong kinh ctia mot cay 1a do dai 16n nhat cia mot dudng di gitta hai dinh.
Vi du, hay xét cay sau:

Puong kinh cda cay nay la 4, tuong tng véi duong di sau:

Luu ¥ rang c6 thé c6 nhidu dudng di c6 do dai 16n nhat. Trong duong di trén,
ta c6 thé thay dinh 6 biing dinh 5 dé thu dudc mot duong di khac c6 do dai 4.

Tiép theo, ta s& ban vé hai thuat toan thsi gian O(n) dé tinh duong kinh
ctia mot cay. Thuat toan thi nhat dua trén quy hoach dong, va thuat toan
thi hai dung hai ludt tim kiém theo chidu sau.

Thuat toan 1

Mot cach tiép can téng quat cho nhiéu bai toan trén cay 1a trude hét chon
gbc cho cay mot cach tuy y. Sau dé, ta c6 thé c6 ging giai bai toan riéng cho
tiung cay con. Thuat toan dau tién cia ta dé tinh dudng kinh dua trén y
tudéng nay.
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Mot nhan xét quan trong 14 moi dudng di trong cay cé goc déu c6 mot
diém cao nhdt: dinh cao nhat thudc dudsng di dé. Vi vay, ta c6 thé tinh cho
mdi dinh d6 dai cta dudng di dai nhat c6 diém cao nhat 1a dinh d6. Mot
trong cac duong di nay tuong ng véi duong kinh cda cay.

Vi du, trong cay sau, dinh 1 14 diém cao nhét trén dudng di tuong tng
v6i duong kinh:

Ta tinh cho méi dinh z hai gia tri:
* toLeaf(x): do dai 16n nhat ctia mot dudng di ti = t6i mot 1a bat ky
* maxLength(z): do dai 16n nhét ctia mot dudng di c6 diém cao nhat 1a z

Viduy, trong cay trén, toLeaf(1) = 2, vicé dudng di1 — 2 — 6, va maxLength(1) =
4,vicé duong di6 — 2 — 1 — 4 — 7. Trong trudng hop nay, maxLength(1)
béng dudng kinh.

Cé6 thé dung quy hoach dong dé tinh cac gia tri trén cho moi dinh trong
thoi gian O(n). Pau tién, dé tinh toLeaf(z), ta duyét qua céc con cda =,
chon mét con c ¢6 toLeaf(c) 16n nhat va cong thém mot vao gia tri nay. Sau
dé6, @& tinh maxLength(z), ta chon hai con phan biét a va b sao cho téng
toLeaf(a) + toLeaf(b) 16n nhat rdi cong thém hai vao téng do.

Thuat toan 2

Mot cach hiéu qua khac dé tinh dusng kinh cta cay dua trén hai ludt tim
kiém theo chiéu sau. Pau tién, ta chon mét dinh tuy ¥ a trong cay va tim
dinh b xa nhéat tit a. Sau d6, ta tim dinh ¢ xa nhat tit b. Pudng kinh ciia cay
la khoang cach gitta b va c.

Trong d6 thi sau, a, b va c c6 thé 1a:

b a c

Pay 1a mot phuong phap tinh gon, nhung vi sao né ding?

Sé hitu ich néu vé cay theo ciach khéc, sao cho dudng di tuong ting véi
duong kinh ndm ngang, va moi dinh khéc treo tit dudng di dé:
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a

Pinh 2« chi noi duong di tit dinh ¢ nhap vao dudng di tuong ting véi dusng
kinh. DPinh xa nhét tit « 12 dinh b, dinh ¢, hosic mot dinh khéac cach dinh z it
nhét xa nhu vay. Do d6, dinh nay luén 14 mot lua chon hdp 1é cho mét dau
mut cia dudng di tuong dng véi duong kinh.

14.3 Moi dudng di dai nhat

Bai to4n tiép theo 1a tinh cho méi dinh trong cay do dai 16n nhat cia mot
dudng di bat dau tai dinh dé6. C6 thé xem day 1a mot téng quat héa ciia bai
toan dudng kinh cay, vi gia tri 16n nhat trong céac do dai nay bing dudng
kinh ciia cay. Bai toan nay ciing c¢6 thé dudc giai trong thoi gian O(n).

Vi du, hay xét cay sau:

Goi maxLength(z) 12 do dai 16n nhat ciia mot dudng di bit dau tai dinh 2.
Vi du, trong cay trén, maxLength(4) = 3, vi c6 duéng di4 — 1 — 2 — 6. Bang
day du cac gia tri la:

dinh z

1 2 3 4 6
maxLength(z) |2 2 3 3 3

w Ot

Trong bai toan nay, mot diém khéi dau t6t ciing 1 chon gbc cho cay mot

cach tuy y:
0
OO0
5 ©
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Phan dau tién ctia bai toan 1a tinh cho mdi dinh x d6 dai 16n nhat cia
mot dudng di di qua mét con ciia x. Vi du, duong di dai nhat ti dinh 1 di
qua con 2 ctaa no:

Phan nay dé& giai trong thoi gian O(n), vi ta c6 thé dung quy hoach dong nhu
da lam trudc do.

Sau d6, phan thi hai ctia bai toan 1a tinh cho méi dinh = d6 dai 16n nhat
ctia mot dudng di di qua cha p ctia né. Vi du, dudng di dai nhat tu dinh 3 di
qua cha 1 ctia né6:

Thoat nhin, c6 vé ta nén chon dudng di dai nhat tit p. Tuy nhién, cach
nay khoéng phai lic nao ciing dung, vi dudng di dai nhat ti p c6 thé di qua z.
Day 1a mot vi du cho tinh huéng dé:

Tuy vy, ta van c6 thé giai phan thit hai trong thdi gian O(n) bng cach
luu hai d6 dai 16n nhat cho méi dinh z:

* maxLength, (z): d§ dai 16n nhat ctia mot duong di ti «

* maxLengthy(z) do dai 16n nhat ctia mot dudng di tit = theo hudng khac
véi duong di thi nhat
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Vi du, trong d6 thi trén, maxLength,(1) = 2 khi dung dudng di 1 — 2 — 5, va
maxLength,(1) = 1 khi dung dutng di 1 — 3.

Cudi cung, néu dudng di tuong ing v6i maxLength,(p) di qua z, ta két
luan ring d6 dai 16n nhat 1a maxLength,(p) + 1, con néu khong thi dé dai 16n
nhat 12 maxLength, (p) + 1.

14.4 Cay nhi phan

Mot cay nhi phan (binary tree) 12 mot cay c6 goc trong d6 mdi dinh c6 mot
cy con trai va mot cay con phai. Cay con ctia mot dinh cé thé rdng. Vi vay,
moi dinh trong cay nhi phan c6 khong, mot hoic hai con.

Vi du, cay sau la mot cay nhi phén:

Céac dinh cia mot cay nhi phan ¢6 ba thi tu tu nhién tuong dng véi cac
cach khac nhau dé duyét cay mot cach dé quy:

* pre-order: xi Iy gdc trudc, roi duyét cay con trai, réi duyét cay con
phai

* in-order: duyét cay con trai trudc, roi xit Iy gbc, roi duyét cay con phai

e post-order: duyét cay con trai trudc, roéi duyét cay con phai, rdi xit 1y
gbe

V6i cay trén, cac dinh theo thu tu pre-order 1a [1,2,4,5,6, 3, 7], theo in-
order 1a [4,2,6,5,1, 3, 7] va theo post-order 1a [4,6,5,2,7,3, 1].

Néu ta biét pre-order va in-order cia mét cay, ta c6 thé dung lai chinh
x4c cAu truc cta cay. Vi du, cay trén 1a cay duy nhat cé6 thé cé6 pre-order
[1,2,4,5,6,3,7] vain-order [4,2,6,5,1, 3, 7]. Tuong tu, post-order va in-order
ciing xac dinh cau tric cia mot cay.

Tuy nhién, tinh huéng sé khac néu ta chi biét pre-order va post-order
cila mot cay. Trong trudng hop nay, c6 thé c6 nhidu hon mot cay khép véi cac
thi tu dé. Vi du, trong ca hai cay
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pre-order 1a [1,2] va post-order 1a [2, 1], nhung cAu tric ctia hai cay khéc
nhau.
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Chuong 15
Cay khung

Mot cAy khung (spanning tree) ciia mot do thi gdom tat ca cac dinh ctia do
thi v mét sd canh ciia dd thi sao cho c¢6 dudng di gitta moi cip dinh. Gidng
nhu cay néi chung, cay khung la lién thong va khong cé chu trinh. Thong
thuong c6 nhiéu cach dé xay dung mét cay khung.

Vi du, hay xét do thi sau:

Trong s ciia moét cay khung 14 tdng trong s6 cac canh ctia né. Vi du,
trong sb ctia cay khung trén1a 3 + 5+ 9 + 3 + 2 = 22.

Mot cay khung nhé nhat (minimum spanning tree) 1a cay khung cé
trong s6 nhé nhat c6 thé. Trong s6 ciia mot cay khung nhé nhat trong do thi
vi du 1a 20, vA mét cay nhu vay c6 thé dude xay dung nhu sau:
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Tuong tu, mot cAdy khung 16n nhét 1a cay khung c6 trong s6 16n nhét
c6 thé. Trong s6 ctia mot cay khung 16n nhat trong d6 thi vi du 1a 32:

Luu y ring mét dd thi c6 thé c6 nhidu cay khung nhé nhat va 16n nhét,
nén cac cay nay khong nhat thiét 1a duy nhat.

Héa ra c6 thé dung mét s6 phuong phap tham lam dé xay dung cay khung
nhé nhat va cay khung 16n nhét. Trong chuong nay, ta thao luan hai thuat
toan x1 Iy c4c canh ctia d6 thi theo thi tu trong s6. Ta tap trung vao viéc tim
cay khung nhé nhat, nhung cac thuat toan tuong tu cé thé tim cay khung
16n nhat bing céch xtt 1y c4c canh theo thit tu ngudc lai.

15.1 Thuat toan Kruskal

Trong thuat toan Kruskall] cay khung ban du chi chia cac dinh ctia dd
thi va chua chia canh nao. Sau d6 thuat toan duyét qua cac canh theo thi
tu trong s6, va luon thém mat canh vao cay néu canh dé khong tao ra chu
trinh.

Thuat toan duy tri cdc thanh phan cta cay. Ban dau, mdi dinh cta d6
thi thudc mot thanh phan riéng. Méi khi mét canh dugc thém vao cay, hai
thanh phan dudc hop nhat. Cudi cung, tat ca cac dinh thudc cing mot thanh
phan, va ta da tim dudc mét cay khung nhé nhat.

Vi du

Hay xét cach thuat toan Kruskal xt ly d6 thi sau:

Buéc dau tién ctia thuat toan 1a sdp xép cac canh theo thit tu ting dan
ctia trong sb. Két qua la danh sach sau:

IThuat toan dudc J. B. Kruskal cong b vao nam 1956 [48].
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canh trong sb
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Sau d6, thuat toan duyét qua danh sach va thém maéi canh vao cay néu
n6 ndéi hai thanh phan riéng biét.
Ban dau, mbi dinh ndm trong thanh phan riéng ctia né:

» ©
@ @
® ©

Canh dau tién duge thém vao cay 1a canh 5-6, tao thanh phan {5,6} bing
c4ach hop nhéat hai thanh phan {5} va {6}:

® ®
® ®

Sau do, cac canh 1-2, 3—-6 va 1-5 dudc thém vao theo cach tuong tu:

Sau cac budéc d6, hau hét cac thanh phan da dudc hop nhat va trong cay
con hai thanh phan: {1,2,3,5,6} va {4}.

Canbh tiép theo trong danh séach la canh 2—-3, nhung né sé khong dudc
dua vao cay, vi cac dinh 2 va 3 da ndm trong cung mot thanh phan. Vi ly do
tuong tu, canh 2-5 ciing sé khong dudc dua vao cay.
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Cudi cung, canh 4-6 sé& dudc dua vao cay:

Sau budc nay, thuat toan sé khong thém canh méi ndo niia, vi do thi
da lién thong va c6 duong di gitta moi cip dinh. D6 thi thu dude 1a mot cay
khung nhé nhét c6 trong s6 2 + 3 + 3 + 5+ 7 = 20.

Vi sao thuat toan ding?

Mot cau héi tu nhién 1a vi sao thuat toan Kruskal ding. Vi sao chién lugc
tham lam bao dam ring ta sé tim dudc mot cay khung nhé nhat?

Hay xem diéu gi xay ra néu canh c6 trong sé6 nhé nhéat ctia do thi khdng
nim trong cay khung. Vi du, gid st mot cay khung ctia d6 thi truéc khong
chita canh trong s6 nhé nhat 5-6. Ta khong biét cau tric chinh x4c ciia cay
khung nhu vay, nhung trong moi trudng hdp né phai chita mot sé canh. Gia
st cay d6 nhu sau:

Tuy nhién, cay trén khong thé 1a cay khung nhé nhat ciia d6 thi. Ly do
14 ta c6 thé x6a mot canh khéi cay va thay bing canh cé trong s6 nhd nhat
5—6. Viéc nay tao ra mot cay khung c6 trong s6 nhd hon:

Vi Iy do nay, viéc dua canh cé trong s6 nhé nhat vao cay luon la téi vu
dé tao ra mot cay khung nhé nhat. Dung lap luan tuong tu, ta c6 thé ching
minh ring viéc thém canh tiép theo theo thi tu trong s6 vao cay ciing 1a toi
uu, va cd tiép tuc nhu vay. Do d6, thuat toan Kruskal hoat dong ding va
luén tao ra mot cay khung nhoé nhét.
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Cai dit

Khi cai dat thuat toan Kruskal, viéc dung biéu dién dd thi bing danh sach
canh 14 thuan tién. Giai doan dau tién ctia thuat toan sip xép céac canh
trong danh sach trong thoi gian O(mlogm). Sau d6, giai doan thi hai cia
thuat toan xay dung cay khung nhé nhat nhu sau:

for (...) {
} if (!same(a,b)) unite(a,b);

Vong lap duyét qua cac canh trong danh sach va luén xt Iy mot canh a—b,
trong d6 a va b 1a hai dinh. Can hai ham: ham same x4c dinh @ va b ¢6 ndm
trong cung mot thanh phan hay khong, va ham unite hop nhéat cac thanh
phan chda a va b.

Bai toan la cai dat hiéu qua hai ham same va unite. Mot kha nang la cai
dit ham same nhu mot luot duyét do thi va kiém tra xem ta c6 thé di ti dinh
a t6i dinh b hay khong. Tuy nhién, d6 phic tap thoi gian ctia ham nhu vay
sé la O(n 4+ m) va thuat toan thu dudc sé cham, vi ham same sé dudc goi cho
mdi canh trong do thi.

Ta sé gidi quyét bai todn bing ciu tric union-find, cai dit ca hai ham
trong thai gian O(logn). Do d6, sau khi sdp xép danh sach canh, do phiic
tap thoi gian cta thuat toan Kruskal sé 1a O(m logn).

15.2 CAau tric union-find

Mot cdu tric union-find duy tri mot tap hop cac tap. Cac tap nay rdi nhau,
nén khong phan t nao thudc nhiéu hon mot tap. Cau tric hd trg hai thao
tac thoi gian O(logn): thao t4c unite hgp nhat hai tap, va thao tac find tim
dai dién ctia tap chita mot phan ti cho truécﬂ

Cau tric
Trong ciu tric union-find, mét phan ti trong mdi tap 1a dai dién ciia tap dé,

va ¢6 mot chudi ti moi phan t khac ctia tap téi dai dién. Vi du, gia st cac
tap 1a {1,4,7}, {5} va {2,3,6,8}:

(4) (5 ©
OGO ©

2CAu tric dudc trinh bay & day dudc J. D. Hopcroft va J. D. Ullman gidi thiéu vao nam
1971 [38]l. Sau d6, vao nam 1975, R. E. Tarjan nghién cu mét bién thé tinh vi hon ciia ciu
tric nay [64], hién dudc ban trong nhidu sach gido khoa thuat toan.
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Trong trudng hdp nay, cac dai dién cha céac tap 1a 4, 5 va 2. Ta c6 thé tim dai
dién ctia bat ky phan ti ndo bing cach di theo chudi bit dau tit phan ti do.
Vi du, phan ti 2 14 dai dién cho phan t 6, vi ta di theo chudi 6 — 3 — 2. Hai
phan ti thudc cung mot tap khi va chi khi dai dién ctia ching giéng nhau.

Hai tap c6 thé dude hop nhat biing cach néi dai dién ctia mot tap téi dai
dién cta tap kia. Vi du, cdc tap {1,4,7} va {2,3,6,8} c6 thé dudc hgp nhat
nhu sau:

Tap thu dude chia cac phan ti {1,2,3,4,6,7,8}. Tu day, phan ti 2 1a dai
dién cho toan bo tap va dai dién cii 4 tré t6i phan ti 2.

Hiéu qua ctia ciu tric union-find phu thudc vao cach céac tap dudsc hop
nhét. Héa ra ta c6 thé theo mot chién lugc don gian: ludn ndi dai dién caa
tap nhd hon t6i dai dién cta tap lén hon (ho#ic néu hai tap cé cung kich
thudc, ta c6 thé chon tuy y). Dung chién lugc nay, d6 dai ctia moi chudi sé 1a
O(logn), nén ta c6 thé tim dai dién ctia bat ky phan ti ndo mot cach hiéu
qua bing cach di theo chudi tuong tng.

Cai dit

CAau tric union-find c6 thé dudc cai dat bing cdc mang. Trong cai dat sau,
mang link chita véi mdi phan t phan ti tiép theo trong chudi, hodc chinh
phan t dé néu né 1a dai dién, va mang size cho biét vé6i mdi dai dién kich
thudc ctia tap tuong dng.

Ban dau, mdi phan ti thudc mét tap riéng:

for (int i = 1; 1 <= n; i++) link][j]
for (int i =1; i <= n;i++) sizeli]

i
1;

Ham find tra vé dai dién ctia moét phan ti z. Dai dién c6 thé dude tim
béng céach di theo chudi bit dau tai .

int find(int x) {
while (x != link[x]) x = link[x];
return x;

}

Ham same kiém tra hai phan t ¢ va b c6 thuoc cing mét tap hay khéong.
Diéu nay c6 thé 1am dé& dang bing cach ding ham find:

bool same(int a, int b) {
return find(a) == find(b);
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1}

Ham unite hop nhét cac tap chia hai phan ti « va b (hai phan ti phai
nim trong cac tap khac nhau). Ham truéc hét tim dai dién ctia céc tap roi
ndi tap nhé hon vao tap 16n hon.

void unite(int a, int b) {
a = find(a);
b = find(b);
if (size|a] < size[b]) swap(a,b);
size [a] += size[b];
link [b] = a;

}

D6 phtic tap thoi gian ctia ham find 1a O(log n) néu d6 dai ctia mdi chudi
la O(logn). Khi d6, cac ham same va unite cting chay trong thoi gian O(logn).
Ham unite bado dadm do6 dai ctia mdi chudi 1a O(logn) bing cach néi tap nhod
hon vao tap 16n hon.

15.3 Thuat toan Prim

Thuat toan Pri 14 mét phuong phap khéc dé tim cay khung nhé nhét.
Thuat toan trudc hét thém mot dinh tuy y vao cay. Sau dé, thuat toan luén
chon mét canh c6 trong sé6 nhé nhat thém dudec mot dinh méi vao cay. Cudi
cung, tat ca cac dinh da dude thém vio cay va ta da tim dude mot cay khung
nhé nhat.

Thuat todn Prim giéng thuat toan Dijkstra. Piém khac biét 1a thuat toan
Dijkstra luén chon mét canh c6 khoang cach tit dinh xuat phat 1a nhé nhat,
con thuat toan Prim chi don gian chon canh trong sé nhé nhat thém dudc
mot dinh mdi vao cay.

Vi du

Hay xét cach thuat toan Prim hoat dong trén do thi sau:

Ban dau, chua c6 canh nao gitta c4c dinh:

3Thuat toan dudc dat theo tén R. C. Prim, ngudi cong bd né vao nam 1957 [54]. Tuy
nhién, cung thuét toan nay da dude V. Jarnik phat hién tit nam 1930.
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Mot dinh tiy ¥ c6 thé 1am dinh xuét phéat, nén ta chon dinh 1. Trudc tién, ta
thém dinh 2, dudc néi biing mot canh cé trong sb 3:

3

@

)
& ©

o

Sau dé, c6 hai canh trong s6 5, nén ta c6 thé thém dinh 3 ho#c dinh 5

vao cay. Hay thém dinh 3 trudc:

O
& ©

Qua trinh tiép tuc cho téi khi tat ca cac dinh da dude dua vao cay:

Cai dat

Giéng thuat toan Dijkstra, thuat toan Prim c6 thé dudc cai dit hiéu qua
bing hang doi vu tién. Hang doi vu tién nén chiia tat ca cac dinh c6 thé
dudc ndi véi thanh phan hién tai biing mot canh, theo thi tu ting dan ctaa
trong sb ctia cac canh tuong ng.

Do phiic tap thoi gian ctia thuat toan Prim 1a O(n + mlogm), bing véi
do phtc tap thdi gian ctia thuat toan Dijkstra. Trong thuc té, ca thuat toan
Prim va Kruskal déu hiéu qua, va viéc chon thuat toan nao 1 van dé sé
thich. Du vay, hau hét 14ap trinh vién thi dau st dung thuat toan Kruskal.
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Chuong 16
D6 thi c6 huéng

Trong chuong nay, ta tap trung vao hai 16p dd thi c6 huéng:

* P56 thi khéng chu trinh: Trong doé thi khong c6 chu trinh, vi vay
khong c6 dudng di tit bat ky dinh nao vé lai chinh nd]

* D6 thi ké tiép: Bac ra cia mdi dinh 14 1, vi vay mdi dinh c6 ding mot
dinh ké tiép.

Héa ra trong ca hai trusng hop, ta c6 thé thiét ké cac thuat toan hiéu qua
dua trén nhitng tinh chat dic biét ctia cac do thi nay.

16.1 Sap xép topo

Mot thi tu topo (topological sort) 1a mot cach sip xép cac dinh ctia mot do
thi c6 huéng sao cho néu c6 duong di tit dinh a dén dinh b, thi dinh a xuat
hién truéce dinh b trong thi tu d6. Vi du, véi d?) thi

mot thid tu topo 1a [4,1,5,2, 3, 6]:

O=ONO=0=020

Mot do thi khong chu trinh luén cé thit tu topo. Tuy nhién, néu dd thi
chita mot chu trinh, ta khong thé tao mot thi tu topo, vi khong cé dinh nao
ctia chu trinh c6 thé xuat hién trudc cac dinh khéc cia chu trinh trong thu
tu d6. Héa ra tim kiém theo chiéu sau c6 thé dudce dung vira dé kiém tra mot
dd thi c6 huéng c6 chita chu trinh hay khéng, vita dé xay dung thi tu topo
néu d6 thi khéng chia chu trinh.

1P thi c6 huéng khong chu trinh déi khi dudc goi 1a DAG.
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Thuat toan

Y tudng 1a duyét qua céac dinh ctia @ thi va luén bt ddu mot tim kiém theo
chiéu sau tai dinh hién tai néu né chua dudc xi ly. Trong qué trinh tim
kiém, cac dinh c6 ba trang thai cé thé:

* trang thai 0: dinh chua dudc xit 1y (trdng)
¢ trang thai 1: dinh dang dudc x ly (xam nhat)
¢ trang thai 2: dinh da dudc x1i 1y (xdm dam)

Ban dau, trang thai cia mbi dinh 14 0. Khi mét 1an tim kiém cham téi
méot dinh 1an dau tién, trang thai ctia né tré thanh 1. Cudi cung, sau khi
moi dinh ké tiép ctia dinh d6 da dudc x1t ly, trang thai ctia né tré thanh 2.

Néu d6 thi chita mot chu trinh, ta sé phat hién diéu nay trong qué trinh
tim kiém, vi sém hay muon ta sé di t6i mét dinh c6 trang thai 1. Trong
truong hop nay, khong thé xay dung thi tu topo.

Néu dd thi khong chia chu trinh, ta cé thé xay dung mét thi tu topo
béng cach thém méi dinh vao moét danh sach khi trang théi ctia dinh dé tré
thanh 2. Danh sach nay theo tha tu ngudc lai 1a mot thi tu topo.

Vidul

Trong d6 thi vi du, 1an tim kiém dau tién di tit dinh 1 dén dinh 6:

Bay gio dinh 6 da dudc x1t ly, nén né dudc thém vao danh sach. Sau dé,
cac dinh 3, 2 va 1 cling dlIQC thém vao danh sach:

Tai thoi diém nay, danh sach 1a [6, 3, 2, 1]. Lan tim kiém tiép theo bit dau

tai dinh 4:
(O—(
O—@
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Do d6, danh sach cudi cung 14 [6,3,2, 1, 5, 4]. Ta da xi Iy moi dinh, nén da
tim dudc mot thd tu topo. Thit tu topo 1a danh sach dao nguge [4,5, 1,2, 3, 6]:

OZONCPDJON0

Luu ¥ ring thi tu topo khong duy nhat, va moét dd thi c6 thé c6 nhiéu
thi tu topo.

Vi du 2

Bay gid hay xét mot dd thi ma ta khong thé xay dung thi tu topo, vi dd thi
chia mét chu trinh:

O (®)

Lan tim kiém dién ra nhu sau:

©

Lan tim kiém cham téi dinh 2 c6 trang thai 1, didu nay c6 nghia la do6 thi
chia mét chu trinh. Trong vi du nay, ¢6 chu trinh 2 —» 3 — 5 — 2.

16.2 Quy hoach dong
Néu mot do thi c6 huéng khong chu trinh, ta c6 thé 4p dung quy hoach dong
cho né. Vi du, ta c6 thé giai hiéu qua cac bai toan sau vé duong di ti mot

dinh bat dau dén mot dinh két thic:

® ¢6 bao nhiéu duong di khac nhau?

duong di ngdn nhat/dai nhat 1a gi?

s6 canh nhé nhat/I6n nhat trong mot dudng di 14 bao nhiéu?

nhitng dinh nao chic chin xuat hién trong moi dudng di?
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Dém sb6 dudng di

Vi du, hay tinh s6 dudng di ti dinh 1 dén dinh 6 trong do thi sau:

!

Cé tong cong ba dudng di nhu vay:

* 1 -2—-3—6

1 +4=-5—=-2—=-3—6

* 1 +4—-5—+3—6

Goi paths(z) 1a sb dudng di tit dinh 1 dén dinh x. Trudng hop cd s6 1a
paths(1) = 1. Sal{ doé, de tinh cac gia tri khac cta paths(x), ta c6 thé dung
cong thitc truy hoi

paths(z) = paths(ay) + paths(as) + - - - 4 paths(ax)

trong d6 ay, as, . .., a; 1a cac dinh c6 canh di téi x. Vi d6 thi khéng chu trinh,

céc gia tri paths(z) c6 thé dudc tinh theo thi tu topo. Mot thi tu topo cho dd
thi trén nhu sau:

OGO

Do d6, s6 duong di nhu sau:

1 2 3

Vi du, dé tinh gia tri paths(3), ta c6 thé ding cong thiic paths(2) +paths(5),
vi ¢6 cdc canh tit dinh 2 va 5 dén dinh 3. Vi paths(2) = 2 va paths(5) = 1, ta
két luan réng paths(3) = 3.
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M@ rong thuat toan Dijkstra

Mot san phadm phu ciia thuat toan Dijkstra 14 moét dd thi c6 huéng khong
chu trinh, cho biét v6i mdi dinh ctia dd thi ban dau cac cach c6 thé dé di téi
dinh d6 bang mét dudng di ngdn nhat tir dinh bat dau. Ta c6 thé ap dung
quy hoach dong 1én d6 thi nay. Vi du, trong do thi

Bay gid, ching han, ta c6 thé tinh s6 duong di ngdn nhat ti dinh 1 dén
dinh 5 bing quy hoach dong:

Biéu dién bai toan bang dd thi

Thuc ra, moi bai todn quy hoach dong déu c6 thé dudc bidu dién dudi dang
mot d6 thi c6 huéng khong chu trinh. Trong @6 thi nhu vay, mdi dinh tuong
ing v6i mot trang thai quy hoach dong va cac canh cho biét cac trang thai
phu thudc vao nhau nhu thé nao.

Vi du, xét bai toan tao ra téng tién n bing cac dong xu {ci,cs,..., i}
Trong bai toan nay, ta c6 thé xay dung mot dd thi trong d6 méi dinh tuong
ing véi mét tong tién, va céc canh cho biét cac dong xu c6 thé dudc chon nhu
thé nao. Vi du, véi cac dong xu {1, 3,4} va n = 6, 4 thi nhu sau:
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Véi biéu dién nay, dudng di ngdn nhat tit dinh 0 dén dinh » tuong tng

v6i mot 18i giai dung sd dong xu it nhat, va téng sd dudng di ti dinh 0 dén
dinh n bing téng s6 16i giai.

16.3 Puong di ké tiép

Trong phan con lai ctia chuong, ta sé tap trung vao a6 thi ké tiép. Trong
cac do thi nay, bac ra ciia mdi dinh 12 1, tic 1a c6 ding mot canh xuat phat
ti mdi dinh. Mot do thi ké tiép gdm mot hodc nhiéu thanh phan, méi thanh
phan chita mot chu trinh va mot s6 duong di dan vao chu trinh dé.

Db thi ké tiép d6i khi dudc goi 1a @6 thi ham (functional graph). Ly do
12 moi do thi ké tiép tuong ing véi mot ham dinh nghia cac canh ctia do thi.
Tham s6 ciia ham 14 mot dinh ctia d6 thi, va ham tra vé dinh ké tiép ctaa
dinh dé.

Vi du, ham

x‘l 2
succ(z) [ 3 B

3 45 6 789
7 6 2 2 1 6 3

dinh nghia d6 thi sau:

Vi méi dinh ciia d3 thi ké tiép c6 ding mét dinh ké tiép, ta ciing c6 thé
dinh nghia ham succ(z, k) tra vé dinh ma ta sé t6i néu bit dau é dinh z va
di k buéc vé phia truée. Vi du, trong do thi trén succ(4,6) = 2, vi ta sé téi
dinh 2 sau khi di 6 buéc tir dinh 4:

OnOnO0a 0000000

Céch truc tiép dé tinh mot gi4 tri succ(z, k) 12 bat dau tai dinh = va di k
buée, mat thai gian O(k). Tuy nhién, bing tién xt ly, moi gia tri succ(z, k)
c6 thé dugc tinh chi trong thai gian O(logk).
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Y tudng 1a tinh trudc moi gia tri succ(z, k) trong dé k 1a ldy thiua cta hai
va khong vudt qué v, véi v 1a sd bude 16n nhat ma ta sé ting di. Piéu nay c6
thé thuc hién hiéu qua, vi ta cé thé dung cong thic truy hdi sau:

suce(x) k=1

suce(@, k) = {succ(succ(x, k/2),k/2) k>1

Viéc tinh trudc cac gia tri mat thsi gian O(nlogu), vi O(logu) gia tri duge
tinh cho mdi dinh. Trong d6 thi trén, cac gia tri dau tién nhu sau:

zr|1 2 3 45 6 7 89
succ(z,1) |3 5 7 6 2 2 1 6 3
succ(z,2) |7 2 1 2 5 5 3 2 7
succ(z,4) |3 2 7 2 5 5 1 2 3
succ(x,8) |7 2 1 2 5 5 3 2 7

Sau dé, moi gia tri succ(x, k) c6 thé dudc tinh bing cach biéu dién s6 budc
k thanh téng cac liiy thita ctia hai. Vi du, néu ta muén tinh gia tri succ(z, 11),
truée hét ta lap bidu dién 11 = 8 + 2 + 1. Dung biéu dién do,
succ(zx, 11) = succ(suce(suce(z, 8),2), 1).
Vi du, trong do6 thi truéc dé
succ(4, 11) = succ(suce(succ(4,8),2),1) = 5.

Mot biéu dién nhu vay luén gom O(log k) phan, nén viéc tinh mét gia tri
succ(z, k) mat thai gian O(logk).

16.4 Phat hién chu trinh

Xét mot do thi ké tiép chi chita mot dusng di két thic bing mot chu trinh.
Ta c6 thé dit cac cau héi sau: néu bat dau di ti dinh dau, dinh dau tién
trong chu trinh la dinh nao va chu trinh chia bao nhiéu dinh?

Vi du, trong do thi

(o o)
(D—2)—(3)—()—(5

ta bat dau di tit dinh 1, dinh dau tién thudc chu trinh 14 dinh 4, va chu trinh
gdm ba dinh (4, 5 va 6).

Mot cach don gian dé phat hién chu trinh 14 di trong d6 thi va theo doi
moi dinh da dude tham. Khi mot dinh dude tham 1an thi hai, ta c6 thé két
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luan réing dinh d6 1a dinh dau tién trong chu trinh. Phuong phap nay chay
trong thoi gian O(n) va cting dung bo nhé O(n).

Tuy nhién, cé cac thuat toan tot hon dé phat hién chu trinh. Do phic tap
thoi gian cta cdc thuat toan nhu vay van 1a O(n), nhung ching chi dung b6
nhé O(1). Pay 1a cai tién quan trong néu n 16n. Tiép theo ta sé théo luan
thuat toan Floyd, thuat toan dat dudc cac tinh chat nay.

Thuat toan Floyd

Thuat toan Floyd (Floyd’s algorithm)? di v& phia trudc trong d6 thi bing
hai con tré a va b. Ca hai con tré bat dau tai mot dinh z, 1a dinh bit dau ctaa
d6 thi. Sau d6, 6 mdi ludt, con tré a di mot bude, con con tré b di hai bude.
Qua trinh tiép tuc cho dén khi hai con tré gap nhau:

a = succ(x);

b = succ(suce(x));

while (a !=b) {
a = succ(a);

b = succ(succ(b));

}

Tai thoi diém nay, con tré « da di k& budc va con tré b da di 2k budc, vi vay
do dai chu trinh chia hét k. Do d6, dinh dau tién thudc chu trinh c6 thé dudc
tim bing cach dua con tré a vé dinh x va cho hai con tré tién titng buéc cho
dén khi chiing gép lai nhau.

a = x;

while (a !=b) {
a = succ(a);
b = succ(b);

}

first = a;

Sau d6, d6 dai ctia chu trinh c6 thé dude tinh nhu sau:

b = succ(a);

length = 1;

while (a !=b) {
b = succ(b);
length++;

2Y tudng ctia thuat toan duge nhic ti trong [46] va duge gan cho R. W. Floyd; tuy nhién,
khong ro Floyd c6 thuc su phat hién ra thuat toan hay khong.
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Chuong 17

Lién thong manh

Trong dd thi c6 huéng, cac canh chi cé6 thé dudce di theo mot chidu, vi vay
ngay ca khi d6 thi lién théng, didu d6 cling khong dam bao ring sé c6 dudng
di tit mot dinh dén mot dinh khac. Vi 1y do nay, ta can dinh nghia mét khai
niém mdi manh hon tinh lién thong.

Mot do6 thi 1a lién théng manh néu c6 duong di ti bat ky dinh nao dén
moi dinh khéc trong d6 thi. Vi du, trong hinh sau, d6 thi bén trai la lién
thong manh con do6 thi bén phai thi khong.

Do thi bén phai khong lién thong manh vi, ching han, khong c6 dusng
di tir dinh 2 dén dinh 1.

Céac thanh phan lién théng manh (strongly connected components)
ctia mot dd thi chia dd thi thanh cac phan lién thong manh 16n nhét cé thé.
Cac thanh phan lién théng manh tao thanh mot d6 thi thanh phan cé
huéng khong chu trinh, biéu dién ciu tric sau hon ctia d6 thi ban dau.

Vi du, véi do thi
(U T2—(3)

4 @ 6

cac thanh phan lién thong manh nhu sau:
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D6 thi thanh phan tudng ing nhu sau:

Koo

Cac thanh phanla A = {1,2}, B={3,6,7}, C = {4} va D = {5}.

D6 thi thanh phan 14 mét dd thi c6 huéng khong chu trinh, vi vay né dé&
xtt 1y hon d6 thi ban dau. Vi d6 thi khong chia chu trinh, ta ludn cé thé xay
dung mot thi tu topo va dung cac ky thuat quy hoach dong nhu nhing k¥
thuat da trinh bay trong Chudng 16.

17.1 Thuat toan Kosaraju

Thuat toan Kosaraju (Kosaraju’s algorithm 1a mét phuong phap hiéu
qua dé tim cac thanh phan lién théong manh ctia mot dd thi c6 huéng. Thuat
toan thuc hién hai 1an tim kiém theo chiéu sau: 1an tim kiém thd nhat xay
dung mot danh sach cac dinh theo cau tric ctia d6 thi, va 1an tim kiém tha
hai tao ra c4dc thanh phan lién thong manh.

Tim kiém 1

Pha thi nhat ctia thuat toan Kosaraju xay dung mot danh sach cac dinh

theo thit tu ma mot tim kiém theo chiéu sau xit 1y ching. Thuat toan duyét

qua cic dinh va bit dau mot tim kiém theo chiéu sau tai mdi dinh chua dudc

xtt ly. Moi dinh sé dugc thém vao danh sach sau khi né da dude xu ly.
Trong d6 thi vi du, cac dinh dudc x ly theo thi tu sau:

1/8 2/7 9/14

4/5 36 11/12

Ky hiéu z/y c6 nghia 1a viéc xit 1y dinh bat dau tai thoi diém » va két
thuc tai thoi diém y. Do d6, danh sach tuong tng nhu sau:

ITheo [1], S. R. Kosaraju phat minh thuat todn nay vao nam 1978 nhung khong cong bé.
Nam 1981, cung thuat todn dude M. Sharir phat hién lai va cong bd [57].
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dinh thoi diém xit ly
5

6

7

8

12

13

14

W0 =N

Tim kiém 2

Pha thit hai ctia thuat toan tao ra cac thanh phan lién thong manh cia do
thi. Truéc hét, thuat toan ddo chidu moi canh trong d6 thi. Pidu nay dam
bao ring trong 1an tim kiém thi hai, ta luén tim dudc cac thanh phan lién
thong manh khong chia thém dinh thira.

Sau khi dao chiéu céc canh, d6 thi vi du nhu sau:

e

4 @ 6

Sau d6, thuat toan duyét qua danh sach cac dinh dudc tao bsi lan tim
kiém thi nhéat, theo thit tu nguoc. Néu mot dinh chua thudc thanh phan nao,
thuat todn tao mot thanh phan méi va bit dau mot tim kiém theo chiéu sau
dé thém moi dinh méi tim dudc trong 1an tim kiém vio thanh phan méi dé.

Trong d6 thi vi du, thanh phan dau tién bat dau tai dinh 3:

Luu y ring vi moi canh da bi dao chiéu, thanh phan nay khong "ro” sang
cac phan khac ctia do thi.
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Cac dinh tiép theo trong danh sach 14 7 va 6, nhung ching da thudc mot
thanh phan, vi vay thanh phan méi tiép theo bit dau tai dinh 1:

Cubi cung, thuat toan xit 1y cac dinh 5 va 4, tao ra cac thanh phan lién
thong manh con lai:

Do phiic tap thoi gian cta thuat toan la O(n + m), vi thuat toan thuc
hién hai 1an tim kiém theo chiéu sau.

17.2 Bai toan 2SAT

Tinh lién thong manh ciing lién quan dén bai toan 2SATP| Trong bai todn
nay, ta dudc cho mot cong thiic logic

(a1Vb1)/\(ag\/bg)/\~--/\(am\/bm),
trong d6 méi a; va b; hodc 14 mot bién logic (21, 2o, . . ., z,) hoéc 1a phii dinh
ctia mot bién logic (—z1, ~o, . .., —x,). Cac ky hiéu ”A” va ”Vv” biéu dién cac
toan ti logic ”va” va "ho#c”. Nhiém vu ctia ta 14 gan cho méi bién mot gia tri
sao cho cong thic dung, hoidc két luan ring didu nay 14 khong thé.
Vi du, cong thiic
L1 = (IQ V _|SC1) AN (_|£IZ'1 V _|£C2) AN (.Z'l V .3173) A <_|$2 V _|$3) A\ (Il V 513'4)

ding khi c4c bién dudc gan nhu sau:

r, = false
o = false
r3 = true
T4 = true

2Thuat toan dudc trinh bay 6 day dudc gidi thiéu trong [4]. Ciing c6 mot thuat toan tuyén
tinh ndi tiéng khac [19] dua trén quay lui.

168



Tuy nhién, cong thic
L2 = (l’l V ZEQ) N (1'1 V _|£B2) A (_|[L'1 Vv $3) AN (_\$1 V _\273)

ludn sai, bat ké ta gan céc gia tri nhu thé nao. Ly do 1a ta khong thé chon
mot gia tri cho 2; ma khong tao ra mau thuan. Néu z; sai, ca z, va -z, déu
phai dung, didu nay 1a khong thé, con néu z; dung, ca z3 va —z; déu phai
ding, didu nay ciing khong thé.

Bai toan 2SAT c6 thé dude biéu dién duéi dang mot dd thi cé cac dinh
tuong Wng véi cac bién z; va cac pha dinh —z;, con cic canh xac dinh céc
lién hé gitta cac bién. Mdi cip (a; V b;) sinh ra hai canh: —a; — b; va =b; — a;.
Diédu nay c6 nghia 14 néu «; khong ding, b, phai ding, va ngudc lai.

Do thi cho cong thiic L; 1a:

e y—f ()

Ty X

Va do thi cho cong thic L, 1a:

< s

Cau tric ctia dd thi cho ta biét liéu c6 thé gan gia tri cho céc bién sao cho
cong thic ding hay khong. Héa ra diéu nay thuc hién dudc khi va chi khi
khong c6 cép dinh z; va —2; ndo ma ca hai cing thuéc mét thanh phan lién
thong manh. Néu c6 c4ac dinh nhu vay, d6 thi chita mét duong di tit z; dén
—z; va cling ¢6 mot duong di tit —z; dén x;, vi vay ca x; va —z,; déu phai ding,
didu nay la khéong thé.

Trong do6 thi ctia cong thic L, khong cé cip dinh z; vA —z; nao cung
thudc mot thanh phan lién thong manh, vi vay ton tai 18i giai. Trong do
thi ctia cong thiic Ly, moi dinh déu thudc cing mot thanh phan lién thong
manh, vi vay khong ton tai 19i giai.

Néu ton tai 18i giai, c6 thé tim gia tri cho c4c bién bang cach duyét qua
cac dinh cta d6 thi thanh phan theo thi tu topo nguge. O mbi bude, ta xi 1y
mot thanh phan khéng c6 canh din dén mot thanh phan chua xt ly. Néu
cac bién trong thanh phan dé chua dude gan gia tri, gia tri cia chiung sé
dugc xac dinh theo céc gia tri trong thanh phan, con néu ching da cé gia
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tri, ching dudc gitt nguyén. Qua trinh tiép tuc cho dén khi mdi bién da dudc
gan mot gia tri.
D6 thi thanh phan cho cong thic L, nhu sau:

Céac thanh phan la A = {-x,}, B = {21, 22, 23}, C = {~21, ~79, 23} V&
D = {z,}. Khi xay dung 16i giai, trudc tién ta xi ly thanh phan D, ngi z, tré
thanh dung. Sau dé6, ta xt Iy thanh phan C, ndi x; va z, tré thanh sai va 25
tré thanh dung. Moi bién da dudc gan gia tri, vi vay cac thanh phan con lai
A va B khong lam thay déi cac bién.

Luu ¥ réing phuong phép nay hoat dong vi d6 thi c6 mot ciu tric dic biét:
néu c6 dudng di tit dinh z; dén dinh z; va ti dinh z; dén dinh —z;, thi dinh
x; € khong bao gio tré thanh ding. Ly do la ciing ¢6 mot duong di tu dinh
—z; dén dinh —z;, va ca z; 1an x; déu trd thanh sai.

Mot bai todn khé hon 14 bai toan 3SAT, trong d6 mdi phan cta cong
thic c6 dang (a; V b; V ¢;). Bai todn nay 1a NP-khé, vi vay hién chua biét thuat
toan hiéu qua nao dé giai né.
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Chuong 18

Truy van trén cay

Chuong nay thao luan cac k§ thuat dé xit 1y truy van trén cay con va dudng
di ctia mét cay c6 goc. Vi du, cac truy van nhu vay la:

* t6 tién thd & cia mot dinh 14 gi?
* téng cac gia tri trong ciy con cia mot dinh 14 bao nhiéu?
* tdéng cac gia tri trén dudng di gitta hai dinh 1a bao nhiéu?

* t6 tién chung thap nhét cta hai dinh 1a gi?

18.1 Tim to tién
T4 tién thw & ciia mot dinh z trong cay c6 goc 1a dinh ma ta sé t6i néu di lén

k muc tit 2. Goi ancestor(z, k) 12 t6 tién thi & ctia dinh x (ho#c 0 néu khong c6
t6 tién nhu vay). Vi du, trong cay sau, ancestor(2,1) = 1 va ancestor(8,2) = 4.

TN

Cach don gian dé tinh bat ky gia tri ancestor(z, k) nao 1a thuc hién méot
chubdi % buéce di trong cay. Tuy nhién, doé phic tap thdi gian ctia phuong phap
nay la O(k), c6 thé cham, vi mot cly c6 n dinh c6 thé chita mot chudi gom n
dinh.
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May min 1a bing mot ky thuat tuong tu ky thuat da dung trong Chuong
16.3, moi gia tri ancestor(z, k) c6 thé dugc tinh hiéu qua trong thsi gian
O(log k) sau khi tién xi Iy. Y tudng la tinh trudc moi gia tri ancestor(z, k)
trong dé k£ < n la liiy thtta ctia hai. Vi du, cac gia tri cho cay trén nhu sau:

xr|1 2 3 4 5 6 7 8
ancestor(z,1) |0 1 4 1 1 2 4 7
ancestor(z,2) [0 0 1 0 0 1 1 4
ancestor(z,4) |0 0 0 0 0 O O O

Viéc tién xt ly mat thoi gian O(nlogn), vi O(logn) gia tri duge tinh cho
mbi dinh. Sau d6, moi gi4 tri ancestor(x, k) c6 thé dudc tinh trong thsi gian
O(log k) bing céch biéu dién & thanh mot tdng ma mdi hang ti 1a liy thira
cua hai.

18.2 Cay con va duong di

Mot mang duyét cay (tree traversal array) chita cac dinh ctia mét cay c6
gbc theo thi tu ma tim kiém theo chiéu sau tit dinh géc tham ching. Vi du,

trong cay

mot tim kiém theo chiéu sau dién ra nhu sau:

Do d6, mang duyét cay tuong ting nhu sau:

112163478195
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Truy van cay con

Maoi cay con cia mot cdy tusng ¥ng véi mot mang con cua mang duyét cay
sao cho phan ti dau tién ciia mang con la dinh goc cta cay con. Vi du, mang
con sau chia cac dinh thudc cay con cda dinh 4:

1121634 7]8[9]5

Nho tinh chat nay, ta c6 thé xi Iy hiéu qua c4c truy van lién quan dén cay
con cua mot cay. Vi du, xét mot bai toan trong d6 moi dinh duge gan mot gia
tri, vA nhiém vu ctia ta 1a hd trg cac truy van sau:

* cap nhat gia tri cia mot dinh
* tinh tdng cac gi4 tri trong cay con ciia mot dinh

Xét cay sau, trong d6 cdc s6 mau xanh 1a gia tri cia cac dinh. Vi du, téng
ciacay contaidinh41a3+4+3+1=11.

Y tuéng la xay dung mot mang duyét cay chia ba gia tri cho mdi dinh:
ma dinh danh cta dinh, kich thuéc cay con, va gia tri cta dinh. Vi du, mang
cho cay trén nhu sau:

id dinh 1

¢0 cay con 9

\)

6314|7895
Tl1]4]11]1]1
gi4 tri dinh 2031453 /43]1]1

\)

Véi mang nay, ta c6 thé tinh téng cic gia tri trong bat ky cay con nao
bang cach trude hét tim kich thuée cay con roi 1ay cac gia tri cia nhitng dinh
tuong tng. Vi du, céc gi4 tri trong cay con ctia dinh 4 ¢6 thé dude tim nhu
sau:

id dinh 112(6[(3[4(7|8[9]|5
¢ cay con 912 (1|14 |1 |1]1]1
gia tri dinh 21314513413 [1]1

D& tra 15i cc truy van hiéu qua, chi can luu cac gia tri cia cac dinh trong
cay Fenwick (Binary Indexed Tree) ho#c cay phan doan. Sau dé, ta c6 thé
viia cAp nhat mot gia tri vira tinh tong cdc gia tri trong thai gian O(logn).
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Truy van dudng di
Vé6i mang duyét cay, ta ciing c6 thé tinh hiéu qua téng cac gia tri trén dudng
di ti dinh géc dén bat ky dinh nao ctia ciy. Xét mot bai toan trong d6 nhiém
vu cta ta 1a hd trg cac truy van sau:

* thay ddi gi4 tri cia mot dinh

* tinh téng cac gia tri trén duong di tit gbc dén mot dinh

Vi du, trong cay sau, téng cac gia tri ti dinh goc dén dinh 712 4+5+5 = 14:

Ta c6 thé giai bai toan nay nhu truée, nhung bay gié mdi gi4 tri 6 hang
cudi ctia mang 14 tdéng cac gia tri trén dudng di ti goc dén dinh dé. Vi du,
mang sau tuong dng vdi cay trén:

id dinh 1263 [4|7[8]9]|5
¢0 cay con 921|141 |1]1]1
tdng dudng di 419112179 |14[12]10] 6

Khi gi4 tri cia mét dinh ting thém x, tdng ctia moi dinh trong cay con
ctia n6 tiang thém z. Vi du, néu gia tri ctia dinh 4 téing thém 1, mang thay
déi nhu sau:

id dinh 1(2/6[3[4|7(8]9]|5
¢0 cay con 912|114 1111
tdng dudng di 419112 7110(15[13|11] 6

Do d6, @& ho tro ca hai thao tac, ta can c6 kha ning ting moi gi4 tri trong
mot doan va truy xuat mot gia tri don 1é. Pidu nay cé thé dude thuc hién
trong thoi gian O(logn) bang cay Fenwick hodc cay phan doan (xem Chuong
9.4).
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18.3 To tién chung thap nhat

Té tién chung thip nhéit (lowest common ancestor) caa hai dinh trong
mot cay c6 goc 1a dinh thap nhat ma cay con ciia né chiia ca hai dinh d6. Mot
bai toan dién hinh 14 x Iy hiéu qua cdc truy van yéu cau tim té tién chung
thap nhat cta hai dinh.

Vi du, trong cay sau, td tién chung thap nhéat ciia cac dinh 5 va 8 1a dinh
2:

ONNORNO
&y
&)

Tiép theo ta sé thao luan hai kj thuat hiéu qua dé tim t6 tién chung
thap nhat cta hai dinh.

Phuong phap 1

Mot cach giai bai toan 1a dung tinh chét ring ta c6 thé tim hiéu qua to tién
thi k ctia bat ky dinh nao trong cay. Nhd d6, ta c6 thé chia bai toan tim té
tién chung thap nhat thanh hai phan.

Ta dung hai con tré ban dau tré téi hai dinh can tim t6 tién chung thap
nhéat. Trudc hét, ta di chuyén mot trong hai con trd 1én trén sao cho ca hai
con tré tré téi cac dinh cung mtc.

Trong tinh hudng vi du, ta di chuyén con tré thi hai 1én moét mic dé né
tro téi dinh 6, cing mtc véi dinh 5:
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Sau d¢, ta xac dinh s6 budc nhé nhat can dé di chuyén ca hai con trd 1én
trén sao cho ching tré téi cing mot dinh. Pinh ma cac con tro tré téi sau
buée nay 1a té tién chung thap nhat.

Trong tinh hudng vi du, chi can di chuyén ca hai con tré 1én mot buée téi
dinh 2, chinh 14 t6 tién chung thap nhét:

[/ \

Vi ca hai phan cta thuat toan c6 thé dudc thuc hién trong thoi gian
O(logn) bing thong tin da tién xi ly, ta c6 thé tim td tién chung thap nhat
cia bat ky hai dinh nao trong thai gian O(log n).

Phuong phap 2

Mot cach khac dé giai bai toan dua trén mang duyét cé Mot lan nita, ¥y
tuéng 1a duyét cac dinh bing tim kiém theo chiéu sau:

IThuat toan td tién chung thap nhat nay dudc trinh bay trong [7]. Ky thuat nay doi khi
dudc goi 1a ky thuat Euler tour (Euler tour technique) [66].
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Tuy nhién, ta dung moét mang duyét cay khac véi trudc: ta thém moi dinh
vao mang mai khi tim kiém theo chiéu sau di qua dinh d6, khong chi 6 1an
tham dau tién. Do d6, mot dinh c6 k con sé& xuat hién k + 1 1an trong mang
va tdng cong c6 2n — 1 dinh trong mang.

Ta luu hai gia tri trong mang: ma dinh danh cta dinh va dé sau ctia dinh
trong cay. Mang sau tuong ing vdi cay trén:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

id dinh 1125126862 |1[3|1[|4]|7[4]1
do sau 1121312314321 ]2]1]2|3]2]1

Bay gid ta c6 thé tim t6 tién chung thap nhat ciia cac dinh a va b bing
cach tim dinh c6 d6 sau nhd nhdt giita cac 1an xuat hién ctia a va b trong
mang. Vi du, t6 tién chung thap nhét ctia cac dinh 5 va 8 ¢6 thé dude tim
nhu sau:

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

id dinh 1125126862 |13 |1[|4|7[4]1

do sau 1121312314 (3212123 |2]|1
T

Dinh 5 8 vi tri 2, dinh 8 § vi tri 5, va dinh c¢6 d6 sau nhé nhéat giita cac vi
tri 2...51a dinh 2 & vi tri 3 v6i do sau 2. Do d6, td tién chung thap nhét cia
cac dinh 5 va 8 1a dinh 2.

Vi vay, dé tim t6 tién chung thap nhat ctia hai dinh, chi can x ly mot
truy van cuc tiéu trén doan. Vi mang la tinh, ta c6 thé xi Iy cac truy van
nhu vay trong thoi gian O(1) sau khi tién xit Iy O(nlogn).

Khoang cach giira cac dinh
Khoang céch giiia cac dinh « va b bing do dai duong di tit « dén b. Héa ra

bai toan tinh khoang cach gitia céc dinh cé thé quy vé viéc tim té tién chung
thap nhat cta ching.
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Trudc hét, ta chon gbc cho cay mot cach tuy ¥. Sau d6, khoang cach gitta
cac dinh a va b c6 thé duoc tinh bing céng thiic

depth(a) + depth(b) — 2 - depth(c),

trong d6 c 1a t6 tién chung thap nhét ctia a va b va depth(s) 1a d6 sau ctaa
dinh s. Vi du, xét khoang cach gitta cac dinh 5 va 8:

T tién chung thap nhat ctia cac dinh 5 va 8 1a dinh 2. D6 sau ciia céc
dinh la depth(5) = 3, depth(8) = 4 va depth(2) = 2, vi vay khoang cach gitia
caicdinh5va8la3+4—-2.2=3.

18.4 Thuat toan offline

Cho dén nay, ta da thao luan cac thuat toan online cho truy van trén cay.
Nhiing thuat toan dé c6 thé xi 1y cac truy van 1an ludt sao cho mdi truy van
dudc tra 18i truéc khi nhan truy van tiép theo.

Tuy nhién, trong nhiéu bai toan, tinh chat online khong can thiét. Trong
phan nay, ta tap trung vao cac thuat toan offline. Cac thuat toan nay dudc
cho mét tap truy van cé thé dudc tra 16i theo bat ky thi tu ndo. Thiét ké mot
thuat toan offline thudng dé hon so véi thuit todn online.

Gop cau truc dir liéu

Mot phuong phéap dé xay dung thuat toan offline 1a thuc hién duyét cay theo
chidu sau va duy tri c4c ciu tric dit liéu tai cdc dinh. Tai mbi dinh s, ta tao
mot cAu tric dit liéu d[s] dua trén cdc ciu tric dit liéu ctia cac con ctia s. Sau
dé, dung cau tric dit liéu nay, ta xi Iy moi truy van lién quan dén s.

Vi du, xét bai toan sau: Ta dude cho mot ciy ma méi dinh c¢6 mot gia tri.
Nhiém vu 1a xit 1y c4c truy van dang “tinh sb dinh c6 gia tri = trong cay con
cta dinh s”. Vi du, trong cay sau, cay con cia dinh 4 chia hai dinh cé gia tri
3.
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Trong bai toan nay, ta c6 thé dung céc ciu tric map dé tra 18i truy van.
Vi du, cac map cho dinh 4 va cac con ctia né nhu sau:

1 3 4
T 2 1
4 3 b
1 1 1

Néu ta tao mot cau tric dit liéu nhu vay cho mdi dinh, ta c6 thé dé dang
xt ly moi truy van da cho, vi ¢6 thé xi Iy moi truy van lién quan dén mot
dinh ngay sau khi tao cau tric dit liéu ctia né. Vi du, ciu tric map & trén
cho dinh 4 cho ta biét riing ciy con ctia né chita hai dinh c6 gi4 tri 3.

Tuy nhién, viéc tao tat ca cau tric dit liéu tit dau sé qua cham. Thay vao
d6, tai mdi dinh s, ta tao mét cau tric dit liéu ban dau d[s] chi chia gia tri
cia s. Sau d6, ta duyét qua cédc con cta s va gop d[s] v6i tat ca clu tric dit
liéu d[u] trong d6 « 1a mot con cia s.

Vi du, trong cay trén, map cho dinh 4 dudc tao bing cach gop cdc map
sau:

O day map dAu tién 1a cAu tric di liéu ban dau cho dinh 4, va ba map
con lai tuong tng véi cac dinh 7, 8 va 9.

Viéc gop tai dinh s c6 thé dudc thuc hién nhu sau: Ta duyét qua céc con
ctia s va tai mdi con u gop d[s] véi d[u]. Ta ludén sao chép noi dung tir d[u]
sang d[s]. Tuy nhién, truéc d6, ta hodn déi noi dung ctia d|s] va d[u] néu d[s]
nhé hon d[u]. Bdng cach nay, mdi gia tri chi bi sao chép O(logn) 1an trong
qua trinh duyét cay, dam bao thuat toan hiéu qua.

Dé hoan déi noi dung ciia hai cau tric dit liéu a va b mot cach hidu qua,
ta chi can dung doan ma sau:

swap(a,b);
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Poan ma trén dudc dam bao chay trong thdi gian hing sb khi a va b 1a cac
cau tric dit liéu ctia thu vién chuan C++.

T6 tién chung thip nhit

Ciing c6 mot thuat toan offline dé xt Iy mot tap truy van té tién chung thap
nhatPl Thuat todn dua trén cau tric dit liéu union-find (xem Chuong 15.2),
va lgi ich ctia né 1a dé cai dit hon cac thuat toan da thao luan truée doé trong
chuong nay.

Dau vao ctia thuat toan 14 mét tap cac cip dinh, va v6i mdi cip nhu vay,
thuat toan xac dinh td tién chung thap nhéat ctia hai dinh. Thuat toan thuc
hién duyét cay theo chiéu sau va duy tri c4c tap roi nhau cta cac dinh. Ban
dau, méi dinh thudc mot tap riéng. V6i mdi tap, ta ciing luu dinh cao nhat
trong cay thudc tap do.

Khi thuat toan tham mot dinh z, né duyét qua moi dinh y sao cho can
tim t6 tién chung thap nhat cia = va y. Néu y da dudc thim, thuat toan bao
rang t6 tién chung thap nhét ctia = va y 1a dinh cao nhét trong tap cia y.
Sau d6, sau khi xit 1y dinh =, thuat toan hop nhat céac tap cia = va cha ctaa
no.

Vi du, gia st ta mudn tim céc t6 tién chung thap nhat cia cac cip dinh
(5,8) va (2,7) trong cay sau:

Trong céc ciy sau, cac dinh mau xam biéu thi nhitng dinh da tham va
cac nhém nét dit gom cac dinh thudc cuing mot tap. Khi thuat toan tham
dinh 8, n6 nhan thay ring dinh 5 da dudc tham va dinh cao nhét trong tap
ctia né 1a 2. Do d6, t6 tién chung thap nhat ctia cac dinh 5 va 8 1a 2:

2Thuét toan nay dudc R. E. Tarjan cong bd nam 1979 [65].
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Sau d6, khi tham dinh 7, thuat toan xac dinh ring té tién chung thip
nhét cia céc dinh 2 va 71a 1:
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Chuong 19

DPuong di va chu trinh

Chudng nay tap trung vao hai loai duong di trong do6 thi:

* Mot duong di Euler (Eulerian path) 1a dudng di di qua mdi canh
ding mot l1an.

* Mot duong di Hamilton (Hamiltonian path) 14 dudng di tham moi
dinh ding mot 1an.

Mac du thoat nhin dudong di Euler va duéng di Hamilton cé vé la cac
khai niém tuong tu, nhitng bai to4an tinh toan lién quan dén ching lai rat
khéc nhau. Héa ra c6 mot quy tic don gian dé xac dinh mét @6 thi c6 chia
duong di Euler hay khong, va ciing ¢6 mot thuat toan hiéu qua dé tim dudng
di nhu vay néu né toén tai. Nguoc lai, kiém tra su tdn tai cia mot dudng di
Hamilton 14 mét bai toan NP-khé, va hién chua biét thuat toan hiéu qua
nao dé giai bai toan nay.

19.1 Duong di Euler

Mot duong di Eulelﬂ 14 mot dudng di di qua mdi canh ctia do thi ding mot

1an. Vi dy, db thi
(O—)

o

c6 mot dudng di Euler tit dinh 2 dén dinh 5:

L. Euler nghién ctu cac dudng di nhu vay vao ndm 1736 khi 6ng giai bai toan bay cay
cau Konigsberg ndi tiéng. Pay 14 su ra doi ca ly thuyét dd thi.
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Mot chu trinh Euler (Eulerian circuit) 12 mét dudng di Euler bt dau va
két thic tai cing mot dinh. Vi du, do thi

[T

c6 mot chu trinh Euler bit dau va két thic tai dinh 1:

Su ton tai

Su ton tai ctia dudng di va chu trinh Euler phu thudc vao bac cta cac dinh.
Truéc hét, mot d6 thi vo huéng c6 dusng di Euler khi va chi khi moi canh
thudc cung mot thanh phan lién thong va

* bac ctia moi dinh 14 chin hodc
e dung hai dinh c6 bac 1é, va bac ctia moi dinh con lai 1a chén.

Trong trudng hop thi nhat, moi duong di Euler ciing 14 chu trinh Euler.
Trong truong hop thi hai, hai dinh bac 1é 1a dinh bat dau va dinh két thic
ctia mot duong di Euler khong phai la chu trinh Euler.

Vi du, trong d6 thi
(O—C)

0 e’e

cac dinh 1, 3 va 4 c¢6 bac 2, con cac dinh 2 va 5 ¢6 bac 3. Cé ding hai dinh ¢6
bac 18, vi vay ton tai mot dudng di Euler gitta cac dinh 2 va 5, nhung d6 thi
khong chita chu trinh Euler.
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Trong dd thi c6 huéng, ta xét bac vao va bac ra ciia cac dinh. Mot do thi
¢6 hudng chia duong di Euler khi va chi khi moi canh thudc cing moét thanh
phan lién thong va

* tai mdi dinh, bac vao bing bac ra, hodc

¢ tai mot dinh, bac vao 16n hon bac ra ding moét don vi, tai mot dinh
khac, bac ra 16n hon bac vao dang mot don vi, va tai moi dinh con lai,
bac vao bing bac ra.

Trong trudng hop thi nhat, moi dudng di Euler ciing 12 chu trinh Euler,
con trong trudng hop thi hai, d6 thi chita mot dudng di Euler bit dau tai
dinh c6 bac ra 16n hon va két thic tai dinh c6 bac vao 16n hon.

Vi du, trong dd thi
(—
(D—®)

cac dinh 1, 3 va 4 déu c6 bac vao 1 va bacra 1, dinh 2 c¢6 bac vao 1 va bacra
2, con dinh 5 c6 bac vao 2 va bac ra 1. Do d6, d6 thi chita mot duong di Euler
ti dinh 2 dén dinh 5:

Thuat toan Hierholzer

Thuat toan Hierholzer (Hierholzer’s algorithmﬂ la mot phuong phap hiéu
qua dé xay dung mét chu trinh Euler. Thuat todn gdm nhiédu vong, mdi vong
thém cac canh méi vao chu trinh. Di nhién, ta gia s doé thi chita mot chu
trinh Euler; néu khong, thuat toan Hierholzer khong thé tim dudc né.

Dau tién, thuat toan xay dung mot chu trinh chia mot sé canh (khéng
nhéat thiét 1a tat ca) ctia do thi. Sau d6, thuat toan mé rong chu trinh ting
budc bing cach thém céc chu trinh con vao né. Qua trinh tiép tuc cho dén
khi moi canh da dudc thém vao chu trinh.

Thuat todn mé rong chu trinh bng cach luén tim mot dinh = thudc chu
trinh nhung con mot canh di ra chua ndm trong chu trinh. Thuat toan xay
dung mot dudng di méi tit dinh x chi gdm céc canh chua c6 trong chu trinh.
Sém hay muodn, duong di sé quay lai dinh z, tao thanh mét chu trinh con.

2Thuét toan dudc cong bd nam 1873 sau khi Hierholzer qua dai [35].
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Néu do thi chi chita mot dudng di Euler, ta vaAn c¢6 thé dung thuat toan
Hierholzer dé tim né bing cach thém mot canh phu vao dé thi va xéa canh
d6 sau khi chu trinh da dudc xay dung. Vi du, trong d6 thi vo huéng, ta thém
canh phu gitta hai dinh c6 bac 1é.

Tiép theo ta sé xem thuat toan Hierholzer xay dung mét chu trinh Euler
cho d6 thi vé huéng nhu thé nao.

Vi du

Hay xét d6 thi sau:

Gia st thuat toan trudc tién tao mot chu trinh bat dau tai dinh 1. Mot
chu trinhc6thélal -2 -3 = 1:

Sau do, thuat toan thém chu trinh con 2 — 5 — 6 — 2 vao chu trinh:

Cubi cung, thuat toan thém chu trinh con 6 — 3 — 4 — 7 — 6 vao chu trinh:
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Bay gid moi canh d&u da nim trong chu trinh, vi vay ta da xay dung thanh
cong mot chu trinh Euler.

19.2 Duong di Hamilton

Mot duwong di Hamilton 14 mét dudng di tham mbi dinh cia d6 thi ding

mét 1an. Vi du, d6 thi
(O—)

o

chita mét duong di Hamilton tit dinh 1 dén dinh 3:

a 4.

& a’a

2.

Néu mot duong di Hamilton bat dau va két thic tai cing mot dinh, né
dudce goi 1a chu trinh Hamilton (Hamiltonian circuit). P6 thi trén cting c6
mot chu trinh Hamilton bat dau va két thic tai dinh 1:
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Su ton tai

Hién chua biét phuong phap hiéu qua nao dé kiém tra mot dd thi cé6 chia
duong di Hamilton hay khong, va bai toan nay la NP-khé. Tuy vay, trong
mot sd truong hop déc biét, ta c6 thé chic chin rang dd thi chita mot dudsng
di Hamilton.

Mot nhan xét don gian 1a néu do6 thi day du, tic 14 c6 canh gitta moi cip
dinh, thi né ciing chtta mot duong di Hamilton. Ngoai ra con c6 cac két qua
manh hon:

* Dinh ly Dirac (Dirac’s theorem): Néu bac ctia mdi dinh it nhat 1a n/2,
do thi chita mot dudsng di Hamilton.

e DPinh 1y Ore (Ore’s theorem): Néu tong bac ctia mdi ciip dinh khong
ké nhau it nhat 1a n, d6 thi chita mot dudng di Hamilton.

Mot tinh chat chung ctia cac dinh ly nay va céac két qua khéc 1a ching
dam bao su ton tai ctia mot dudng di Hamilton néu dd thi c6 rat nhiéu canh.
Diéu nay hop 1y, vi d6 thi cang c6 nhiéu canh, cang c6 nhiéu kha ning dé
xay dung mot duong di Hamilton.

Xay dung

Vi khong c6 cach hiéu qua dé kiém tra liéu mét dudng di Hamilton c6 ton
tai hay khong, r6 rang cting khong c6 phuong phap xay dung duong di dé
mot cach hiéu qua, bdi néu cé ta chi can thi xay dung dudng di va xem né
c6 ton tai hay khéong.

Mot cach don gian dé tim dudng di Hamilton 1a dung thuat toan quay lui
(backtracking) duyét qua moi cach c6 thé dé xay dung duong di. Do phic tap
thoi gian cta thuat toan nhu vay it nhat 1a O(n!), vi ¢6 n! cach khac nhau
dé chon tht tu ctia n dinh.

Mot 16i giai hiéu qua hon dua trén quy hoach dong (xem Chuong 10.5).
Y tudng 1a tinh céc gi4 tri cia ham possible(S, x), trong d6 S 1a mot tap con
cac dinh va x 1a mot trong cac dinh. Ham nay cho biét c6 ton tai mot dusng
di Hamilton thim céc dinh ctia S va két thic tai dinh x hay khong. Cé thé
cai dit 16i giai nay trong thoi gian O(2"n?).

19.3 Day De Bruijn

Mot day De Bruijn (De Bruijn sequence) 1a mot xau chita moi xau do dai n
ding mot 1an duéi dang xau con, véi mot bang chit cai c6 dinh gom k ky tu.
D6 dai ctia xau nhu vay la " + n — 1 ky tu. Vi du, khi n = 3 va k = 2, méot vi
du vé day De Bruijn la

0001011100.

Céc xau con ctia xau nay 1a tat ca cac t6 hgp ctia ba bit: 000, 001, 010, 011,
100, 101, 110 va 111.
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Hoéa ra moi day De Bruijn tuong tng véi moét dusng di Euler trong mot
dd thi. Y tuéng 1a xay dung mot dd thi trong d6 mdi dinh chita mot xau gdm
n — 1 ky tu va mdi canh thém mot ky tu vao xau. D6 thi sau tuong ung véi
tinh hudng trén:

Mot dudng di Euler trong dd thi nay tuong ng véi mot xau chita moi
xau d6 dai n. Xau dé gom cac ky tu cia dinh bat dau va tat ca ky tu trén cac
canh. Dinh bat dau c6 n — 1 ky tu va cé k" ky tu trén cac canh, vi vay do dai
cua xaula k" +n — 1.

19.4 Hanh trinh quan ma

Mot hanh trinh quian ma (knight’s tour) 12 mot chudi nuéc di ciia quan
ma trén ban ¢d n x n theo luat ¢6 vua sao cho quan ma tham moéi 6 dung mot
lan. Mét hanh trinh quan ma dudc goi 1a hanh trinh déng néu cubi cung
quan ma quay lai 6 xuat phat, va ngudc lai dudc goi 1a hanh trinh md.

Vi du, sau day la m6t hanh trinh quan ma mé trén ban 5 x 5:

1211712 | 5 |10

1811312219 | 6
211 8119|1423

M6t hanh trinh quan mé tuong ng véi mot dudng di Hamilton trong do
thi c6 cac dinh biéu dién cac 6 ctia ban cd, va hai dinh dudc néi biing mot
canh néu quan ma c6 thé di chuyén gitta hai 6 d6 theo luat cd vua.

Mot cach tu nhién dé xay dung hanh trinh quan ma la dung quay lui.
Viéc tim kiém cé thé hiéu qua hon nhd dung heuristic ¢6 ging din quan ma
sao cho mo6t hanh trinh hoan chinh dudc tim thay nhanh chéng.
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Quy tic Warnsdorf

Quy tic Warnsdorf (Warnsdorf’s rule) 12 mot heuristic don gian va hiéu
qua dé& tim hanh trinh quan maP| Véi quy tic nay, c6 thé xay dung hiéu qua
mét hanh trinh ngay ca trén ban c¢ 16n. Y tudng 12 luén di chuyén quan ma
sao cho né di dén mét 6 ma s6 nudc di tiép theo c6 thé 1a nhd nhat.

Vi du, trong tinh huéng sau, c6 ndm 6 ma quan ma cé thé di chuyén téi
(cac b a...e):

Trong tinh hudng nay, quy tdc Warnsdorf di chuyén quan ma t6i 6 a, vi sau
lua chon nay chi con mot nuée di c6 thé. Cac lua chon khéc sé dua quan ma
téi nhitng 6 ma sé con ba nuéc di kha dung.

3Heuristic nay dudc dé xuat trong sach cia Warnsdorf [69] nam 1823. Ciing c6 cac thuat
toan da thic dé tim hanh trinh quan ma [52]], nhung chiing phiic tap hon.
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Chuong 20
Luodng va lat cit

Trong chuong nay, ching ta tap trung vao hai bai toan sau:

* Tim ludng cuc dai: Luong ludng 16n nhat ma ta cé thé gt tit mot
dinh dén mét dinh khac l1a bao nhiéu?

e Tim lat cat cuc tiéu: Tap canh c6 téng trong s6 nhé nhat nao tach
hai dinh ctia d6 thi?

Dau vao ciia ca hai bai toan 14 mot do thi c6 huéng, c6 trong sb va chia
hai dinh d#c biét: nguodn 1a dinh khong cé canh di vao, va dich 1a dinh khéong
¢6 canh di ra.

Lam vi du, ta sé dung d6 thi sau, trong d6 dinh 1 12 ngudn va dinh 6 1a
dich:

Ludng cuc dai

Trong bai todn ludng cuec dai, nhiém vu cta ta 1a gii cang nhidu ludng
cang t6t tit ngudn dén dich. Trong s ctia mdi canh 1a mot stc chiia, gidi han
lugng ludng c6 thé di qua canh d6. Tai mdi dinh trung gian, lugng ludng di
vao va di ra phai bdng nhau.

Vi du, gi4 tri 16n nhat ciia mot ludng trong d6 thi vi du 1a 7. Hinh sau
cho thay ta c6 thé dinh tuyén ludng nhu thé nao:
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Ky hiéu v/k nghia 12 ¢6 v don vi ludong dude dinh tuyén qua mét canh c6
stic chia k don vi. Gi4 tri ctia ludng 1a 7, vi ngudn gtii 3 + 4 don vi ludng va
dich nhan 5 + 2 don vi ludng. D& thay riing ludng nay la cuc dai, vi tdng stic
chtia ciia cac canh di vao dich 1a 7.

Lat cit cuc tiéu

Trong bai toan lat cit cuc tiéu, nhiém vu ciia ta 1a x6a mot tap canh khai
dd thi sao cho sau khi x6a sé khong con dudng di tit ngudén dén dich va téng
trong sb ctia cac canh bi x6a 1a nhé nhat.

Kich thuéc nhé nhat cia mot 1at cit trong do thi vi du 1a 7. Chi can x6a
caiccanh 2 — 3va4 — b5:

Sau khi x6a céac canh, sé khong con dudng di tit ngudn dén dich. Kich
thudce ctia lat cit 1a 7, vi trong s6 ctia cac canh bi x6a 12 6 va 1. Lat cit nay
14 cuc tiéu, vi khong cé cach hdp 1é nao dé xé6a cac canh khéi d6 thi sao cho
téng trong s6 ciia ching nhé hon 7.

Khéng phai ngdu nhién ma gia tri cuc dai cia mot ludng va kich thuéc
cuc tiéu ctia mot 1lat cit lai bing nhau trong vi du trén. Héa ra ludng cuc
dai va 14t cit cuc tiéu ludn cé cung kich thuéc, nén hai khai niém nay 1a hai
mit ctia ciing mot van dé.

Tiép theo ta sé thao luan thuat toan Ford—Fulkerson, c6 thé dung dé tim
ludng cuc dai va 14t cit cuc tiéu ctia mot do thi. Thuat toan ciing gitp ta
hiéu vi sao chung c6 cung kich thuéc.

20.1 Thuat toan Ford-Fulkerson

Thuat toan Ford-Fulkerson [25] tim ludng cuc dai trong mot do6 thi. Thuat
toan bat dau véi mot ludng réng, va 8 mdi bude tim mot duong di tit nguon
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dén dich dé tao thém ludng. Cudi cung, khi thuat toan khong thé tang ludng
thém nita, ta da tim dudc ludng cuc dai.

Thuéat toan dung mét cach biéu dién dic biét ctia d6 thi, trong dé mdi
canh ban dau c6 mét canh ngudc theo huéng con lai. Trong s6 cia mdi canh
cho biét ta con c6 thé dinh tuyén thém bao nhiéu ludng qua canh dé. O dau
thuat toan, trong s6 ctia méi canh ban dau béng stc chita ctia canh va trong
s6 ctia mdi canh ngudc bing khéng.

Céch biéu dién méi ctia dd thi vi du nhu sau:

Mo ta thuat toan

Thuat todn Ford—Fulkerson gdm nhidu vong. O méi vong, thuat toan tim
mot duong di tit ngudn dén dich sao cho mdi canh trén duong di c6 trong sb
duong. Néu c6 nhidu dudng di kha di, ta c6 thé chon bat ky dudng nao.

Vi du, gia st ta chon duong di sau:

Sau khi chon dudng di, ludng tang thém = don vi, trong dé « 1a trong sb
canh nhé nhéat trén dudng di. Ngoai ra, trong sb cia mdi canh trén duong di
giam di z va trong s6 ctia mdi canh ngugc ting thém z.

Trén dudng di trén, trong s6 ctia cac canh 14 5, 6, 8 va 2. Trong s6 nhé
nhat 13 2, nén ludng ting thém 2 va d6 thi méi nhu sau:
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Y tudng 1a viéc ting ludng sé lam gidm lugng ludng c6 thé di qua cac
canh trong tuong lai. Mt khéc, ta c6 thé hiy ludng vé sau bing cac canh
ngudc cia do thi néu héa ra dinh tuyén ludng theo cach khac sé cé 1¢i hon.

Thuat toan ting ludong mién la con mot duong di tir ngudn dén dich qua
cac canh c6 trong s6 duong. Trong vi du hién tai, dudng di tiép theo c6 thé
la:

Trong s6 canh nhd nhét trén dudng di nay 1a 3, nén duong di 1am ludng
tang thém 3, va tdng ludng sau khi xit Iy dudng di 1a 5.
D6 thi méi sé nhu sau:

Ta vAn can thém hai vong nita truéc khi dat ludng cuc dai. Vi du, ta cé
thé chon céc dusngdil -2 -3 - 6val—4—5— 3 — 6. Cahai duong
di déu 1am ludng tang thém 1, va d6 thi cudi cung nhu sau:

Khoéng thé tang ludng thém nita, vi khong cé duong di tit ngudn dén dich
véi cac canh c6 trong sé6 duong. Do d6, thuat toan két thic va ludng cuc dai
la 7.
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Tim duong di

Thuat toan Ford—Fulkerson khong quy dinh ta nén chon cac duong di tang
ludng nhu thé nao. Trong moi trusng hdp, thuat toan sém muon ciing két
thic va tim dung ludng cuc dai. Tuy nhién, hiéu qua cia thuat toan phu
thudc vao cach chon cac duong di.

Mot cach don gian dé tim dudng di 1a dung tim kiém theo chiéu sau.
Thong thudng cach nay hoat dong tét, nhung trong trusng hop xau nhat,
mdi duong di chi 1am ludng ting thém 1 va thuat toan sé cham. May mén la
ta c6 thé tranh tinh hudng nay bing mot trong cac ky thuat sau:

Thuat toAn Edmonds-Karp [18] chon mdi dusng di sao cho s6 canh
trén dudng di 12 nhé nhat c6 thé. Didu nay cé thé thuc hién bing tim kiém
theo chiéu rong thay vi tim kiém theo chiéu sau dé tim duong di. C6 thé
ching minh ring cich nay dam bao ludng ting nhanh, va d6 phic tap thoi
gian ctia thuat toan 1a O(m?n).

Thuat toan scaling [2] dung tim kiém theo chiéu sau dé tim cac duong
di ma méi canh c6 trong s6 it nhat bdng mét gia tri ngudng. Ban dau, gia tri
ngudng 1a mot s6 16n, chdng han téng tat ca trong s canh ctia dd thi. Mbi
khi khong tim dudc dudng di, gia tri ngudng dude chia cho 2. D6 phic tap
thoi gian ctia thuat toan 1a O(m?logc), trong d6 c 1a gia tri ngudng ban dau.

Trong thuc té, thuat toan scaling dé cai dit hon, vi c6 thé dung tim kiém
theo chiéu sau dé tim duong di. Ca hai thuat toan déu da hiéu qua cho cac
bai toan thudng xuat hién trong 1ap trinh thi dau.

Lat cit cuc tiéu

Hoé6a ra mot khi thuat toan Ford—Fulkerson da tim dudc ludng cuc dai, né
ciing da xac dinh mot 14t cit cuc tiéu. Goi A 1a tap cac dinh cé thé dén dudc
ti ngudn bing cic canh c6 trong s6 duong. Trong do thi vi du, A chiia céac
dinh 1, 2 va 4:

Khi d6 l1at cit cuc tiéu gdm cac canh cta d6 thi ban dau bat dau 6 mot
dinh trong A, két thiic 8 mot dinh ngoai A, va c6 stc chita da dudc dung hét
trong ludng cuc dai. Trong d6 thi trén, cdc canh nhuvayla2 — 3va4 — 5,
tuong dng véi lat cdt cuc tiéu 6 +1 = 7.

Vi sao ludng do thuat toan tao ra la cuc dai va vi sao 1at cit 1a cuc tiéu?
Ly do 1a mot dé thi khong thé chiia mot ludng cé gia tri 16n hon trong s
ctia bat ky 1at cit nao ctia do thi. Do d6, méi khi mét ludng va mot 1at cit c6
cung kich thuéc, ching 1a ludng cuc dai va lat cit cuc tiéu.
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Hay xét mot 1at cit bat ky ciia dd thi sao cho ngudn thudc A, dich thudc
B va c6 mot s6 canh gitta hai tap:

Kich thuéc ctia 14t cit 1a tong trong sb cac canh di tit A sang B. Day 1a
mot can trén cho ludng trong d6 thi, vi ludng phai di tit A sang B. Vi vay,
gid tri ctia luong cuc dai nhoé hon hoic bing kich thuéc ctia moi 14t cit trong
do thi.

Mait khéac, thuat toan Ford—Fulkerson tao ra mot ludng cé gia tri ding
bang kich thude ctia mot 1at cit trong d6 thi. Vi vay, ludng dé phai 1a ludng
cuc dai va lat cit d6 phai 1a 1at cit cuc tiéu.

20.2 Cac duong di roi nhau

Nhié&u bai toan dd thi c6 thé dudc gidi bing cach quy vé bai toan ludng cuc
dai. Vi du dau tién ctia ta vé mét bai toan nhu vay nhu sau: cho mét d6 thi
¢6 huéng véi mot ngudn va mot dich, nhiém vu 1a tim s luong 16n nhéat cac
duong di roi nhau tit ngudn dén dich.

Duong di rdi canh

Trude hét ta sé tap trung vao bai toan tim s6 ludng 16n nhat cac duong di
roi canh tit nguon dén dich. Diéu nay nghia la ta can xay dung mot tap
dudng di sao cho mdi canh xuét hién trong nhiéu nhat mot dusng di.

Vi du, xét d6 thi sau:
(2)—(3)
(1) (6)
(—()

Trong do6 thi nay, sé ludng 16n nhat cac duong di rdi canh 14 2. Ta c6 thé
chon cac duongdil -2 —+4—-3—6val —»4—5— 6nhusau:
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Hoéa ra s6 luong 16n nhat cac dudng di roi canh bang ludng cuc dai cia
do thi, gia st sic chia ciia méi canh 12 mot. Sau khi da xay dung ludng cuc
dai, c6 thé tim cac dudng di rdi canh mét cach tham lam bing céch 1an theo
cac dudng di tit ngudn dén dich.

Dudng di rdi dinh

Bay gio hay xét mot bai toan khéc: tim s6 luong 16n nhat cac duong di roi
dinh tit ngudon dén dich. Trong bai todn nay, moi dinh, ngoai trit ngudn va
dich, dudc xuat hién trong nhiéu nhat mot duosng di. S6 luong dudng di roi
dinh c¢6 thé nhd hon s6 lugng dudng di roi canh.

Vi du, trong d6 thi trudc, s6 luong 16n nhat cac duong di roi dinh 1a 1:

Ta ciing c6 thé quy bai toan nay vé bai toan ludng cuc dai. Vi mdi dinh
chi dugc xuat hién trong nhiéu nhat mot dudng di, ta phai giéi han ludong di
qua cac dinh. Mot phuong phap chuin cho viéc nay 14 tach mdi dinh thanh
hai dinh sao cho dinh thi nhat nhan céc canh di vao cia dinh ban dau, dinh
thit hai nhan cac canh di ra ciia dinh ban dau, va c6 mot canh méi tir dinh
thit nhat dén dinh thu hai.

Trong vi du ctia ta, do thi tré thanh nhu sau:

Ludng cuc dai ciia d6 thi nhu sau:

Do d6, s6 ludng 16n nhat cac duong di roi dinh tit nguon dén dich 1a 1.
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20.3 Ghép cap cuc dai

Bai toan ghép cip cuc dai yéu cau tim mot tap cip dinh cé kich thuée 16n
nhét trong mot doé thi vo huéng sao cho mdi cap dude ndi bing mot canh va
mdi dinh thudc nhiéu nhat mot cip.

Cé cac thuat toan da thic dé tim ghép cip cuc dai trong d6 thi tdng quat
[17], nhung cac thuat todn nhu vay phic tap va hiém khi xuat hién trong
lap trinh thi ddu. Tuy nhién, trong doé thi hai phia, bai toan ghép cép cuc
dai dé& giai hon nhiéu, vi ta c6 thé quy né vé bai toan ludng cuc dai.

Tim ghép cap cuc dai

Céc dinh ctia mot dd thi hai phia luén c6 thé dude chia thanh hai nhém sao
cho moi canh ctia d6 thi di tit nhém bén trai sang nhém bén phai. Vi du,
trong d6 thi hai phia sau, hai nhém 1a {1,2,3,4} va {5,6,7,8}.

G@\@@
@!@ -

Kich thuéc cia mot ghép cap cuc dai trong d6 thi nay 1a 3:

G@\@@
@20 >

Ta c6 thé quy bai toan ghép cip cuc dai trong dd thi hai phia vé bai toan
ludng cuc dai bing cach thém hai dinh méi vao @6 thi: mét ngudn va mot
dich. Ta ciing thém céc canh tit ngudn dén méi dinh bén trai va tit méi dinh
bén phai dén dich. Sau d6, kich thuéc ctia ludng cuc dai trong doé thi bing
kich thuéc ctia ghép cép cuc dai trong d6 thi ban dau.

Vi du, phép quy vé cho d6 thi trén nhu sau:
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Ludng cuc dai ctia d6 thi nay nhu sau:

Dinh Iy Hall

Dinh 1y Hall c6 thé dudc dung dé xac dinh mot dd thi hai phia c6 ghép cip
chiia tat ca cac dinh bén trai hodc bén phai hay khong. Néu sé dinh bén trai
va bén phai bing nhau, dinh ly Hall cho ta biét liéu c6 thé xay dung mot
ghép cip hoan hao chia tat ca cdc dinh ctia d6 thi hay khéong.

Gia sit ta mudn tim mot ghép cip chiia tat ca cac dinh bén trai. Goi X 1a
mot tap bat ky cac dinh bén trai va goi f(X) la tap cac dinh ké ctia chung.
Theo dinh 1y Hall, mot ghép cip chia tat ca cac dinh bén trai ton tai khi va
chi khi véi moi X, diéu kién | X| < |f(X)| dung.

Hay xét dinh ly Hall trong d6 thi vi du. Truéc hét, dit X = {1,3}, khi d6

f(X)={5,6,8}:
@
(2)
g‘

Diéu kién ctia dinh ly Hall dung, vi | X| = 2 va | f(X)| = 3. Tiép theo, dat
X = {2, 4}, khi d6 f(X) = {7}:

g"

Trong trudng hgp nay, | X| = 2 va |f(X)| = 1, nén diéu kién cta dinh ly
Hall khong ding. Piéu nay nghia 1a khong thé tao mot ghép cip hoan hao
cho d6 thi. Két qua nay khong bat ngo, vi ta da biét ring ghép cip cuc dai
ctia do thi c6 kich thuée 3 chit khong phai 4.

IO

D@
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Néu diéu kién ctia dinh 1y Hall khong ding, tap X cung cap mot 16i giai
thich vi sao ta khong thé tao mot ghép cip nhu vay. Vi X chia nhidu dinh
hon f(X), khong c6 du cip cho tit ca cac dinh trong X. Vi du, trong d6 thi
trén, ca hai dinh 2 va 4 ddu can dudc ghép véi dinh 7, didu nay 1a khong thé.

Dinh ly Konig

Phu dinh cuc tiéu ctia mot dd thi 12 mot tap dinh nhé nhat sao cho méi
canh ciia do thi c6 it nhat mot ddu mut trong tap dé. Trong dd thi téng quat,
tim phi dinh cuc tiéu 14 mét bai toan NP-khé. Tuy nhién, néu do thi 1a hai
phia, dinh 1y Kénig cho biét riing kich thudc ciia mot phu dinh cuc tiéu va
kich thuéc ctia mot ghép cép cuc dai luén bing nhau. Vi vay, ta c6 thé tinh
kich thuéc ctia phti dinh cuc tiéu bing thuat toan ludng cuc dai.

Hay xét d6 thi sau v6i mét ghép cép cuc dai cé kich thudéc 3:

Bay gid dinh ly Kénig cho ta biét riing kich thuéc ctia mét phi dinh cuc tiéu
ciing 1a 3. Mét pht nhu vay c6 thé dudc xay dung nhu sau:

C4c dinh khoéng thudc mét phu dinh cuc tiéu tao thanh mét tap doc lap
cuc dai. Day 1a tap dinh 16n nhét c6 thé sao cho khong c6 hai dinh nao trong
tap dudc ndi béing mot canh. Mot 1an nita, tim tap doc 1ap cuc dai trong do
thi tdng quat 12 mot bai toan NP-khé, nhung trong dd thi hai phia ta c6 thé
dung dinh ly Kénig dé giai bai toan hiéu qua. Trong dd thi vi du, tap doc lap
cuc dai nhu sau:

G@\@@
@2@ 2
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20.4 Phu dudng di

Phu dudng di 12 mot tap cac duong di trong d6 thi sao cho mbi dinh ctia do
thi thuoc it nhat mét dudng di. Héa ra trong cdc do thi c6 huéng khong chu
trinh, ta c6 thé quy bai toan tim moét phi dudng di cuc tiéu vé bai toan tim
mot ludng cuc dai trong mot do thi khac.

Phi duong di rdi dinh

Trong mot phu dusng di roi dinh, mbi dinh thudc ding mot dusng di.
Lam vi du, xét do thi sau:

(3—()
&—(—)

Mot pht dudng di roi dinh cuc tiéu ctia d6 thi nay gdom ba duong di. Vi
du, ta c6 thé chon cac dudng di sau:

® @

Luu ¥ rdng mot trong cac duong di chi chia dinh 2, nén mot dudng di c6
thé khong chiia canh nao.

Ta c¢6 thé tim moét phit duong di roi dinh cuc tiéu bing cach xay dung mét
dé thi ghép cdp, trong d6 mdi dinh ctia d6 thi ban dau dudc biéu dién bing
hai dinh: mo6t dinh bén trai va mot dinh bén phai. C6 mét canh ti mot dinh
bén trai dén mot dinh bén phai néu trong d6 thi ban dau c6 canh tuong tng.
Ngoai ra, d6 thi ghép cip chita mot ngudn va mot dich, va cé cac canh tir
ngudn dén tat ca cac dinh bén trai va tit tat ca cac dinh bén phai dén dich.

Mot ghép cép cuc dai trong d6 thi thu dudc tuong ting véi mot phi dusng
di r&i dinh cuc tiéu trong doé thi ban dau. Vi du, d6 thi ghép cip sau cho do
thi trén chita mot ghép céap cuc dai cé kich thudce 4:
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@EERE
d.
DREE
.

i

M&i canh trong ghép cép cuc dai ctia d6 thi ghép cip tuong tng véi mot
canh trong phu dudng di rdi dinh cuc tiéu ctia dd thi ban dau. Vi vay, kich
thudc ctia pht dudng di roi dinh cuc tidu 1a n — ¢, trong d6 n 14 s6 dinh trong
do6 thi ban dau va c 1a kich thuéc ctia ghép cap cuc dai.

Pha duong di tdng quat

Phu dudng di téng quat 12 mét pha dudng di trong d6 mot dinh c6 thé
thudc nhidu hon moét dusng di. Mot pht dudng di téng quéat cuc tiéu c6 thé
nhé hon mot pha dudng di roi dinh cuc tiéu, vi moét dinh c6 thé dude dung
nhiéu lan trong cac dudng di. Hay xét lai d6 thi sau:

(H—()
%@

Phi dudng di téng quat cuc tiéu ciia d6 thi nay gdém hai dudng di. Vi du,
dudng di thi nhat c6 thé nhu sau:

)
= ®E8 (=

Va dudng di thd hai ¢6 thé nhu sau:

& @ ©

()
()

OGO
(=)
>
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Cé thé tim phu dudng di tdng quat cuc tiéu gan giéng nhu phi dudng di
rdi dinh cuc tiéu. Chi can thém mot sé6 canh méi vao dd thi ghép cép sao cho
c6 canh a — b mdi khi c6 mot dudng di tit a dén b trong do6 thi ban dau (c6
thé di qua nhiéu canh).

D6 thi ghép cip cho d6 thi trén nhu sau:

Dinh ly Dilworth

Phan xich 14 mét tap dinh ctia d6 thi sao cho khong c¢6 dudng di tit bat ky
dinh nao dén mot dinh khac bing cac canh ctia d6 thi. Pinh ly Dilworth
phat biéu ring trong mét dd thi c6 huéng khong chu trinh, kich thuée ctia
mot phi duong di téng quat cuc tiéu bing kich thude ctia mét phan xich cue
dai.

Vi du, cac dinh 3 va 7 tao thanh mot phan xich trong @6 thi sau:

@) &
&—(—@

Day 14 mét phan xich cuc dai, vi khong thé xay dung phan xich nao chia
ba dinh. Trudc d6 ta da thaiy ring kich thudc ca phu dusng di téng quat
cuc tiéu ctia dd thi nay gdém hai duong di.
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Phan III

Chu dé nang cao
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Chuong 21

Ly thuyét sb

Ly thuyét sé 12 mot nhanh ctia toan hoc nghién ciu cac sd nguyén. Ly
thuyét s6 12 mot linh vuc hap din, vi nhidu cau héi lién quan dén s6 nguyén
rat kho giai du ban dau trong cé vé don gian.

Vi du, xét phuong trinh sau:

2+ y* 4 2° =33
Dé tim ba s6 thuc z, y va z théa man phuong trinh. Vi du, ta c6 thé chon

r =3,
y =3,
2= /3.

Tuy nhién, trong ly thuyét sd, viéc c6 ton tai ba sé nguyén z, y va z théa man
phuong trinh hay khong van 1a mot bai toan mé [6].

Trong chuong nay, ta sé tap trung vao cac khai niém va thuat toan co
ban trong ly thuyét sb. Trong toan bd chuong, ta sé gia st rang moi s6 déu
12 s6 nguyén, trit khi c6 néi khac di.

21.1 S6 nguyén té va uéc

Mot sb a dudc goi 1a wée ctia s6 b néu a chia hét b. Néu « 14 udc cta b, ta viét
a | b, ngudc lai ta viét a 1 b. Vi du, cadc uéc cia 241a 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 va 24.

Mot s6 n > 1 12 s6 nguyén té néu cac uéc duong duy nhat cianéla 1 va
n. Vidu, 7, 19 va 41 1a cac s6 nguyén t6, nhung 35 khong phai s6 nguyén
t6, vi 5 - 7 = 35. V6i moi s6 n > 1, ton tai duy nhat mot phan tich thira s6
nguyeén to

n=pyips® - pt,

trong d6 p1, po, . .., pr 12 céc s6 nguyén t6 phan biét va ai, as, ..., oy 12 clc sb
duong. Vi du, phan tich thira s nguyén t6 ctia 84 1a

84 =22.3L. 7%
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S6 lugng wéce ctia mot s6 n 1a
k
7(n) = [J(e: + 1),
i—1

vi v6i mdi s6 nguyén td p;, c6 o; + 1 cach chon s6 1an n6 xuét hién trong mot
uéce. Vi du, s6 lugng ude cia 84 1a 7(84) =3-2-2 = 12. Cacudela 1, 2, 3, 4, 6,
7,12, 14, 21, 28, 42 va 84.

Tong cac udc cua n la

k k paﬁ_l_l
olm) = [T0+p+ep) =TI

i=1 i=1

trong d6 cong thiic sau dua trén cong thic cap sé nhan. Vi du, téng cac udc

cua 84 la
21 32—-1 7°—-1

21 3-1 7-1
Tich cac udc cia n la

=7-4-8=224.

o(84) =

u(n) = n7™2,

vi ta c6 thé tao 7(n)/2 cdp tit cac wéc, mdi cip c6 tich bing n. Vi du, céc udc
clia 84 tao ra cac cip 1-84,2-42, 3 - 28, v.v., va tich cac udc 1a p(84) = 845 =
351298031616.

Mot s6 n dudc goi 12 s6 hoan hao néu n = o(n) — n, tic 1a n bing
tdng cac uéc ctia né nim gitta 1 va n — 1. Vi du, 28 12 mot s6 hoan hao, vi
28=1+2+4+44+7+ 14.

S6 lugng sd nguyén to

Dé chiing minh réng c6 v6 han s6 nguyén t6. Néu sb ludng sd nguyén t6 la
hitu han, ta c6 thé xay dung mét tap P = {p1,ps, ..., p,} chita tat ca clc sb
nguyén tb. Vi du, p; = 2, p» = 3, p3 = 5, v.v. Tuy nhién, dung P, ta c6 thé tao
mot s6 nguyén t6 méi

pip2--pn+1
16n hon moi phan t trong P. Pay 1a mét mau thuin, nén sé luong sé6 nguyén
t6 phai 1a vo han.

Mat d6 s6 nguyén to

Mat d6 s6 nguyén t6 cho biét cac s6 nguyén t6 xuat hién thuong xuyén nhu
thé nao trong cdc s6. Goi 7(n) 1a s6 lugng s6 nguyén to gitta 1 va n. Vi du,
7(10) = 4, vi ¢6 4 sb6 nguyén to gitta 1 va 10: 2, 3,5va 7.
C6 thé ching minh ring
n
m(n) & Inn

didu nay nghia 14 s6 nguyén t6 xuat hién kha thudng xuyén. Vi du, s6 luong
s0 nguyén t6 gitra 1 va 10° 1a 7(105) = 78498, va 10°/1In 105 ~ 72382.
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Cac gia thuyét

Cé nhiéu gid thuyét lién quan dén sé6 nguyén t6. Phan 16n moi ngusi cho
ring cic gia thuyét nay ding, nhung chua ai chiing minh dudc ching. Vi
du, cac gia thuyét sau rat ndi tiéng:

* Gia thuyét Goldbach: Mdi s6 nguyén chin n > 2 c¢6 thé dude bidu
dién duéi dang téng n = a + b sao cho ca a va b déu 1a s6 nguyén to.

* Gia thuyét s6 nguyén t6 sinh @6i: C6 vo6 han cip dang {p,p + 2},
trong d6 ca p va p + 2 déu 1a s6 nguyeén ta.

* Gia thuyét Legendre: Luon c6 mét s6 nguyén t6 giita cac sé n? va
(n + 1)%, trong d6 n 1a mot sd nguyén duong bat ky.

Cac thuat toan co ban

Néu mét s6 n khong phai s6 nguyén td, né cé thé dudc biéu didn duéi dang
tich a - b, trong d6 a < \/n hodc b < y/n, nén chic chn né c6 mot ude gitia 2
va [/n]. Dung nhan xét nay, ta vita c6 thé kiém tra mot s6 c6 phai sé nguyén
t6 hay khong, vita tim dudc phan tich thita sé nguyén t6 ctia mot s6 trong
thoi gian O(y/n).

Ham prime sau kiém tra sb n cho trudc c6 phai sd nguyén t6 hay khong.
Ham thit chia n cho tat ca cdc sb gitta 2 va |/n], vA néu khong s6 nao chia
hét n, thi n 1a s6 nguyén t6.

bool prime(int n) {
if (n < 2) return false ;
for (int x = 2; x*x <= n; x++) {
if (n%x == 0) return false;
}

return true;

}

Ham factors sau xay dung mét vector chita phan tich thita s6 nguyén té ciia
n. Ham chia n cho céc thita s6 nguyén t6 ctia né, va thém ching vao vector.
Qua trinh két thic khi s6 n con lai khéng c¢6 uée nao gitta 2 va |/n]. Néu
n > 1, né 1a s6 nguyén t6 va la thia sb cudi cung.

vector<int> factors(int n) {
vector<int> f;
for (int x = 2; x*x <= n; x++) {
while (n%x == 0) {
f.push back(x);

n /= x;
}
}
if (n > 1) f.push_back(n);
return f;
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1}

Luu ¥ rang mdi thita sd nguyén t6 xuit hién trong vector dung s6 1an né
chia s6 d6. Vi du, 24 = 2% - 3, nén két qua cia ham 1a [2,2,2, 3].

Sang Eratosthenes

Sang Eratosthenes thuc hién tién xi ly bang cach xay dung mot mang dé
ta c6 thé kiém tra hiéu qua mét sé cho trudc trong khoang 2...n c6 phai sb
nguyén t6 hay khong, va néu khong, tim mét thita s6 nguyén t6 ctia s6 dé.

Thuat toan xay dung mot mang sieve s dung cac vi tri 2,3,...,n. Gia
tri sieve[k] = 0 nghia 1a k 1a s6 nguyén t6, va gia tri sieve[k] # 0 nghia la k
khong phai s6 nguyén t6 va mot thita s6 nguyén t6 ctia né 1a sievelk].

Thuat toan duyét 1an luct cac s6 2. .. n. Mbi khi tim thiy mét s6 nguyén
t6 méi z, thuat toan ghi nhan ring céc béi ctia = (22, 3z, 4z, . . .) khong phai
s6 nguyén t6, vi sd = chia hét chung.

Vi du, néu n = 20, mang nhu sau:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0(0(21013]012[35(0({3/0[7|5[2]0|3]0]5

Doan ma sau cai dat sang Eratosthenes. Doan ma gia st ring mdi phan
tl cta sieve ban dau bang khong.

for (int x = 2; x <=n; x++) {
if (sieve[x]) continue;
for (int u = 2*x; u <=n;u +=x) {
sieve [u] = x;
}

}

Vong lip trong ctia thuat toan dude thuc hién n/x 1an véi mdi gia tri z.
Vi vy, mot can trén cho thoi gian chay ctia thuat toan 1a téng didu hoa

zn:n/x =n/2+n/3+n/4+---+n/n=0(nlogn).

=2

Thuc ra, thuat toan hiéu qua hon, vi vong lap trong chi dude thuc hién
néu sb z 12 s6 nguyén t6. C6 thé ching minh ring thoi gian chay cta thuat
toan chi 1a O(nloglogn), mot do phic tap rat gan véi O(n).

Thuat toan Euclid
Uéc chung 16n nhét ctia hai s6 a va b, ged(a, b), 14 s6 16n nhat chia hét ca a

va b, va boi chung nhé nhat ctia a va b, lem(a, b), 1a s6 nhé nhat chia hét
cho ca a va b. Vi du, ged(24,36) = 12 va lem(24, 36) = 72.
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Ué6c chung 16n nhéat va bdi chung nhé nhat cé lién hé nhu sau:

ab

lcm(a, b) = m

Thuat toan Eucli cung cap mot cach hiéu qua dé tim wéc chung I6n
nhat ctia hai s6. Thuat toan dua trén cong thiic sau:

a b=20
d(a,b) =
ged(a.0) {gcd(b,a mod b) b#0
Vi du,
ged(24,36) = ged (36, 24) = ged (24, 12) = ged(12,0) = 12.

Thuat toan c6 thé dude cai dat nhu sau:

int ged(int a, int b) {
if (b == 0) return a;
return ged(b, a%b);

}

C6 thé chiing minh riing thuat toan Euclid chay trong thsi gian O(logn),
trong d6 n = min(a, b). Truong hop xAu nhat ctia thuat todn 1a khi a va b 1a
hai s6 Fibonacci lién tiép. Vi du,

ged(13,8) = ged(8,5) = ged(5,3) = ged(3,2) = ged(2,1) = ged(1,0) = 1.

Ham phi Euler

Hai s6 a va b 1a nguyén t6 cung nhau néu gcd(a,b) = 1. Ham phi Euler
¢(n) cho biét s6 luong cdc s6 nguyén t6 cung nhau véi n ndm gitta 1 va n. Vi
du, ©(12) =4, vi 1,5, 7 va 11 nguyén t4 cung nhau véi 12.

Gi4 tri ctia p(n) c6 thé dude tinh tit phan tich thita sé nguyén t6 ctia n
bang cong thic

p(n) = Hp?i_l(pi —1).

Vidu, p(12) =2'-(2-1)-3°. (3~ 1) =4. Luu y ring ¢(n) =n — 1 néun la
s6 nguyén t6.

21.2 S6 hoc modulo

Trong s6 hoc modulo, tap cic s6 dudc gidi han sao cho chi dung céc s6
0,1,2,...,m — 1, trong d6 m 1a mot hing s6. Mdi s6 = dudc biéu dién béi sb

IEuclid 1a mdt nha toan hoc Hy Lap séng vao khoang nam 300 truéc Cong nguyén. Pay
6 18 1a thuat toan dau tién dudc biét dén trong lich si.
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z mod m: phan du sau khi chia z cho m. Vi du, néu m = 17, thi 75 dudc biéu
dién béi 75 mod 17 = 7.

Thong thudng ta c6 thé 14y phan du truéc khi thuc hién tinh toan. Cu
thé, cac cong thiic sau duing:

(x4+y)modm = (xmodm+ymodm)modm
(x—y)modm = (zmodm —ymodm)modm
(x-y)ymodm = (xmodm-ymodm)modm

z"modm = (xmodm)” modm

Lily thira modulo

Ta thudng can tinh hiéu qua gi4 tri " mod m. Didu nay c6 thé thuc hién
trong thai gian O(logn) béng dé quy sau:

1 n=>0
2" = x™? .22 p chin
vy nlé

Didu quan trong la trong trusng hdp n chén, gia tri /2 chi dudc tinh
mot 1an. Diéu nay dam bao ring d6 phic tap thoi gian ctia thuat toan la
O(logn), vi n ludn bi chia d6i khi né chan.

Ham sau tinh gia tri 2™ mod m:

int modpow(int x, int n, int m) {
if (n == 0) return 1%m;
long long u = modpow(x,n/2,m);
u = (u*u)%m;
f (n%2 ==1) u= (u*x)%m;

return u;

Dinh ly Fermat va dinh ly Euler
Dinh ly Fermat phat biéu ring
2™ 'modm =1
khi m 14 s6 nguyén t6 va = nguyén t6 cung nhau véi m. Diéu nay ciing suy ra
¥ mod m = 2% ™°4 (=1 mod m.
Téng quat hon, dinh ly Euler phat biéu ring
9™ mod m = 1

khi  vA m nguyén t6 cung nhau. Dinh ly Fermat suy ra tit dinh 1y Euler, vi
néu m 1a s6 nguyén td, thi o(m) =m — 1.
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Nghich dao modulo

Nghich dao ctia 2 modulo m 1a mét s6 ! sao cho
zz~ ' mod m = 1.

Vidu,nfuz=6vam=17,thiz ' =3,vi6-3mod 17 = 1.

Dung nghich dao modulo, ta c6 thé chia c4c s6 theo modulo m, vi chia
cho z tuong tng véi nhan véi . Vi du, dé tinh gia tri 36/6 mod 17, ta cé
thé dung cong thic 2 -3 mod 17, vi 36 mod 17 =2 va 6 ' mod 17 = 3.

Tuy nhién, nghich ddo modulo khong phai lic nao ciing ton tai. Vi du,
néu r = 2 va m = 4, phuong trinh

zr 'modm =1

khéng thé giai, vi moi béi ctia 2 déu chin va phan du khéng bao gid cé thé
12 1 khi m = 4. Héa ra gia tri ' mod m cé thé dugc tinh chinh xac khi = va
m nguyén t6é cung nhau.

Néu nghich dao modulo tdn tai, né c6 thé dugc tinh biing cong thic

z! = petm—1,

Néu m 14 s6 nguyén td, cong thic tré thanh

e

Vi du,
6~ mod 17 = 6'""? mod 17 = 3.

Cong thic nay cho phép ta tinh hiéu qua nghich dado modulo bing thuat
toan liiy thita modulo. Cong thiic c6 thé dudc suy ra bing dinh 1y Euler.
Trude hét, nghich ddo modulo phai théa man phuong trinh sau:

zz ! mod m = 1.
Mat khéc, theo dinh ly Euler,
9™ mod m = z2¥™ ! mod m = 1,

nén céc sé 2! va 2¥(™~! bing nhau.

Sé hoc trong may tinh

Trong 1ap trinh, s6 nguyén khong dau dudc biéu dién modulo 2%, trong d6 &
12 s6 bit ctia kiéu dit liéu. Mot hé qua thudng gép 1a s6 sé bi quay vong néu
né6 tré nén qua lén.

Vi duy, trong C++, c4c s6 kiéu unsigned int dudc biéu dién modulo 2°2. Poan
ma sau khai bao mot bién unsigned int cé gia tri 123456789. Sau d6, gia tri nay
sé dudc nhan véi chinh né, va két qua 1a 1234567892 mod 232 = 2537071545.

unsigned int x = 123456789;
cout << x*x << "\n”; // 2537071545
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21.3 Giai phuong trinh

Phuong trinh Diophantine
Mot phudong trinh Diophantine 1a m6t phuong trinh dang
ax + by = c,

trong d6 a, b va c 1a cac hing s6 va can tim céc gi4 tri cia = va y. Moi sb
trong phuong trinh phai 1a s6 nguyén. Vi du, moét nghiém ctia phuong trinh
bx+2y=11lax=3vay=—-2.

Ta c6 thé giai hiéu qua mot phuong trinh Diophantine bing thuat toan
Euclid. Héa ra ta c6 thé md rong thuat toan Euclid dé né tim cac s6 = va y
théa man phuong trinh sau:

ax + by = ged(a, b)

Mot phuong trinh Diophantine c6 thé giai dude néu c chia hét cho ged(a, b),
va ngudc lai thi khong thé giai dudc.
Vi du, hay tim cé4c s6 = va y théa man phuong trinh sau:

39z + 15y = 12

Phuong trinh c6 thé giai duge, vi ged(39,15) = 3 va 3 | 12. Khi thuat toan
Euclid tinh wéc chung 16n nhat ctia 39 va 15, né tao ra chubdi 13i goi ham sau:

ged(39,15) = ged(15,9) = ged(9,6) = ged(6,3) = ged(3,0) =3
Diéu nay tuong ting véi cac phuong trinh sau:

39—-2-15 = 9
15—-1-9 = 6
9-1-6 = 3

Dung céac phuong trinh nay, ta c6 thé suy ra
392415 (—=5) =3
va bing cach nhan biéu thiic nay véi 4, ta dudc
308+ 15 (—20) = 12,

nén mot nghiém ctia phuong trinh la = 8 va y = —20.

Nghiém ctia mét phuong trinh Diophantine khong duy nhét, vi ta c6 thé
tao vo han nghiém néu biét mot nghiém. Néu mot cip (z,y) 1a nghiém, thi
moi cap

kb ka
@t eda )’ ged(a D)

ciing 1a nghiém, trong d6 k 1a s6 nguyén bat ky.
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Dinh ly sé6 du Trung Hoa

DPinh ly s6 du Trung Hoa giai mot hé phuong trinh dang

r = a; modmy
r = ay mod mo
xr = a,modm,
trong d6 moi cip trong mq, mo, ..., m, déu nguyén té cung nhau.

Goi z.! 1a nghich d&o cta x modulo m, va

mimse---mMm
X =——"
my

Dung ky hiéu nay, mot nghiém cia cac phuong trinh la
r=a X1 X1, +aXoXo! + 0+, X, X,
Trong nghiém nay, véi moéi k = 1,2,...,n,
CLka:sz;i mod my = a,

vi
Vi tat ca cac hang ti khac trong tdng déu chia hét cho my,, ching khong anh
huéng dén phan du, va  mod m;, = ay.

Vi du, mo6t nghiém ctaa

z = 3modb>H
z = 4mod?7
r = 2mod3

3-21-14+4-15-14+2-35-2 = 263.

Mot khi da tim dudc moét nghiém z, ta cé thé tao vo han nghiém khac, vi
moi s6 c6 dang
T4 mimsg .My,

déu 12 nghiém.

21.4 Cac két qua khac

Dinh ly Lagrange
Dinh ly Lagrange phat biéu ring moi s6 nguyén duong cé thé duoc biéu

dién dudi dang tong ctia bdn binh phuong, tic 1a a® + b + ¢ + d2. Vi du, s6
123 c6 thé dudc biéu dién duéi dang tdng 82 + 52 + 52 + 32
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Dinh ly Zeckendorf

Dinh ly Zeckendorf phat biéu riing moi s6 nguyén duong cé mét biéu dién
duy nhat duéi dang téng cac s6 Fibonacci sao cho khong c¢6 hai s6 nio bing
nhau hodc 14 hai s Fibonacci lién tiép. Vi du, s6 74 c6 thé dudc biéu dién
duéi dang téng 55 + 13 + 5+ 1.

Bo6 ba Pythagoras

Mot bé ba Pythagoras la mot bd ba (a, b, ¢) théa man dinh ly Pythagoras
a® +b? = ¢?, nghia la ton tai mot tam giac vudng c6 d6 dai cac canh la a, b va
c. Viduy, (3,4,5) 1a mot bo ba Pythagoras.

Néu (a, b, c) 1a mot bo ba Pythagoras, moi bo ba dang (ka, kb, kc) ciing 1a
bo ba Pythagoras véi k > 1. Mot bo ba Pythagoras 14 nguyén thiiy néu a, b
va ¢ nguyén td cung nhau, va moi bd ba Pythagoras c6 thé dudc xay dung ti
cac bo ba nguyén thiy bing moét hé sé6 nhan k.

Cong thic Euclid c6 thé dudc ding dé sinh tat ca cac bo ba Pythagoras
nguyén thuy. Moi bd ba nhu vay c¢6 dang

2

(n® —m?,2nm, n* + m?),

trong d6 0 < m < n, n v m nguyén td ciing nhau va it nhat mot trong n va
m 12 s6 ch&n. Vi du, khi m = 1 va n = 2, cong thiic sinh ra b ba Pythagoras
nho nhét
(22 —12,2-2-1,22 +1%) = (3,4,5).
Dinh ly Wilson
Dinh 1y Wilson phat biéu riing mot sd n 14 s6 nguyén td khi va chi khi
(n—1)modn=mn-—1.
Vi du, s6 11 1a s6 nguyeén td, vi
10! mod 11 = 10,
va s6 12 khong phai s6 nguyén td, vi
11! mod 12 = 0 # 11.

Do d6, dinh ly Wilson c6 thé dude dung dé xac dinh mét s c6 phai sb

nguyén t6 hay khong. Tuy nhién, trong thuc té, dinh 1y nay khong thé ap

dung cho cac gid tri 16n ctia n, vi rat khé tinh cac gid tri ctia (n — 1)! khin
I6n.
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Chudng 22
To6 hop

T8 hop nghién citu cac phuong phap dém céc cach két hop ctia cac ddi tuong.
Thong thudng, muc tiéu 14 tim mot cach dém cac td hop mot cach hiéu qua
ma khéng can sinh riéng ting t4 hop.

Vi du, xét bai toan dém sb cach biéu dién mot s6 nguyén n duéi dang
téng cac sd nguyén duong. Vi du, c¢6 8 biéu dién cho 4:

e 1 +1+1+1 *2+2
* 1+1+2 * 3+1
* 1+2+1 * 1+3
e 24+1+1 * 4

Mbt bai toan t6 hop thuong cé thé dude giai bing mét ham dé quy. Trong
bai toan nay, ta c6 thé dinh nghia ham f(n) cho biét s6 biéu dién cta n. Vi
du, theo vi du trén, f(4) = 8. C4c gi4 tri ctia ham c6 thé dugc tinh dé quy

nhu sau:
=1 ney
SO+ )44+ fn—1) n>0

Trudng hop co s6 1a £(0) = 1, vi tdng rong biéu dién s6 0. Sau d6, néu n > 0,
ta xét moi cach chon s6 dau tién ctia tdng. Néu s6 dau tién 1a &, c6 f(n — k)
biéu dién cho phan con lai ciia téng. Vi vay, ta tinh téng ctia moi gia tri dang
f(n—k)véik <n.

Céc gi4 tri dau tién ctia ham la:

NN NN TN
\/\/\[\3\_/\_/
I
0 = N = =

DPoi khi, mot cong thiic dé quy c6 thé dugdc thay thé biing mot cong thiic
déng. Trong bai toan nay,
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dua trén thuc té ring c6 n — 1 vi tri c6 thé dit dau + trong téng va ta c6 thé
chon bat ky tap con nao ciia ching.

22.1 Heé s6 nhi thuc

Heé s6 nhi thie (}) béing s6 cach ta c6 thé chon mot tap con gdm k phan
ti tit mot tap ¢6 n phan ti. Vidy, (3) = 10, vi tap {1,2,3,4,5} ¢6 10 tap con
gdm 3 phan ti:

{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4},{2,3,5}, {2,4, 5}, {3,4, 5}

Cong thiac 1

Céc hé s6 nhi thic c6 thé dude tinh dé quy nhu sau:
n\ (n-—1 . n—1
k) \k-1 k

Y tudng 1a ¢6 dinh mot phan ti = trong tap. Néu x dude dua vao tap con,
ta phai chon k£ — 1 phan ti& tit n — 1 phan ti#, v néu = khong dudc dua vao
tap con, ta phai chon % phan ti ti n — 1 phan ti.

Cac truong hdp co sé caa dé quy la

(0)-() -1

0 n

vi ludn c6 ding mot cach dé xay dung tap con rong va mot tap con chia tat
ca c4c phan ti.

Cong thirc 2

Mot cach khac dé tinh cac hé sé nhi thic la:

(+)

Cé6 n! hoan vi ctia n phan tit. Ta xét tat ca cac hoan vi va luén dua k phan
t dau tién ctia hoén vi vao tap con. Vi thi tu ctia cac phan ti trong tap con
va ngoai tap con khong quan trong, két qua dudc chia cho k! va (n — k)!

Tinh chét

Véi cac hé sé nhi thic,

n\ [ n
k] \n—-k)’
vi thuc chat ta chia mot tap c6 » phan ti thanh hai tap con: tap thi nhat

chita k phan ti va tap thi hai chiia n — k phan tu.
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Téng cac hé s6 nhi thic 1a

<g>+<ﬁ)+(’;)+...+(z):zn.

Ly do c6 tén goi “hé s6 nhi thic” c6 thé thay khi nhi thic (a + b) dude
nang lén ldy thua tha n:

n_ (™Y n0 Y no1g1 n 13n—1 Y o0n
(a+ ) —<O)ab+(1)a b+...+(n_1)ab +<n)ab.

Céc hé s6 nhi thic ciing xuit hién trong tam giac Pascal, trong d6 mdi
gia tri bing tong ctia hai gi4 tri phia trén:

Hop va bong
“Hop va béng” 12 mét mé hinh hitu ich, trong dé ta dém cac cach dit k qua
béng vao n chiéc hop. Hay xét ba kich ban:

Kich bén 1: Mdi hop c6 thé chita nhidu nhat mot qua béng. Vi du, khi

<9 .

n=>5vak=2,co6 10 loi giai:

Lo La L LI
[
Py
Le LI L]

Trong kich ban nay, dap 4n truc tiép 13 hé s6 nhi thuc (}).
Kich ban 2: Mot hop c6 thé chita nhiéu qua béng. Vi du, khi n = 5 va

e 9 .

k =2, c6 15 10i giai:

1P P P P
1P P P I Y
1P P e S (Y

1
Lo La L LI
I
1
1 Y

Y [
[ el L]
[ el JLall ]
[ La L]
I [
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Qua trinh dat béng vao cac hop cé thé dude biéu dién bing mot chudi
gdm céc ky hiéu “o0” va “—”. Ban dau, gia sit ta dang diing 6 hop ngoai cung
bén trai. Ky hiéu “o” nghia la ta dat mot qua bong vao hop hién tai, va ky
hiéu “—” nghia la ta di chuyén sang hop ké tiép bén phai.

Dung ky hiéu nay, mdi 15i giai 12 mot chudi chiia & 1an ky hiéu “o” van — 1
lan ky hiéu “—”. Vi du, 16i giai phia trén bén phai trong hinh trén tuong
tng véi chudi “— — 0 — 0 —”. Vi vay, s6 18i giai la (*771).

Kich béan 3: Mbi hop c6 thé chia nhiéu nhat mot qua béng, va thém niia,
khong c6 hai hop ké nhau cung chita béng. Vi du, khin = 5va k = 2, ¢6 6 16i

gii:

PSS P PSP ey P Y
PSP P ey P Y

Trong kich ban nay, ta c6 thé gia st ring k qua béng ban dau da dugc dit
vao cic hop va c6 mot hop trong gitta mdi hai hop ké nhau c6 béng. Nhiém
vu con lai 1a chon vi tri cho céc hop trong con lai. Cé n — 2k + 1 hop nhu vay
va k + 1 vi tri cho ching. Vi vay, dung cong thic ctia kich ban 2, s6 16i giai 1a

(k)
Hé s6 da thirc

Hé s6 da thic

n B n!
ki, ko, .o km/)  kilkol---kp!

bing sb cach ta c6 thé chia n phan t& thanh cac tap con cé kich thuéc
ki, ks, ... km, trong d6 ki + ko + - - - + k., = n. Hé s6 da thiic c6 thé dudc xem
14 mot téng quat héa ctia hé s6 nhi thic; néu m = 2, cong thic trén tuong
ing véi cong thiic hé sb nhi thiic.

22.2 S6 Catalan

S6 Catalan C,, bing s6 luong biéu thic ngoéc hdp 1é gdm n dau ngoic trai
va n dau ngoic phai.

Vi du, C5 = 5, vi ta c6 thé xay dung cac biéu thiic ngoic sau bing ba dau
ngoic trai va ba dau ngodc phai:

[ ]
N N N N
A~ N — o~ —
~— N N —
A~ — o~ — —
— — — — —
— —
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Biéu thirc ngoac

Chinh xéc thi biéu thic ngodc hop 1é 1a gi? Cac quy tic sau dinh nghia chinh
xAac tat ca cac biéu thiic ngoic hop 1é:

 Biéu thic ngoic rong 14 hop 1é.
e Néu biéu thiic A hop 18, thi biéu thiic (A) cling hop 1é.
» Néu cac biéu thiic A va B hop 18, thi biu thic AB ciing hop 1é.

Mot cach khac dé dac trung cac biéu thic ngoidc hop 1é 14 néu ta chon
bat ky tién t6 nao ctia bidu thiic nhu vay, né phai chita it nhat nhiéu dau
ngoic trai bing s6 dau ngoic phai. Ngoai ra, biéu thitc day da phai chia sé
ludng diu ngoic trai va dau ngoidc phai bing nhau.

Cong thic 1

Céc sb Catalan c6 thé dude tinh bang cong thiic
n—1
Co=) CiCui-1.
=0

Téng nay xét cac cach chia biéu thiic thanh hai phan sao cho ca hai phan
déu 1a cac biéu thiic hop 1é va phan thi nhat ngin nhat c6 thé nhung khong
rong. V6i mdi i, phan thi nhat chia i + 1 cip ddu ngoic va s ludng biéu
thic la tich ctia cac gia tri sau:

* (;: s6 cach xay dung mot biéu thiic bing cac dau ngoéc ctia phan thi
nhat, khong tinh cip ngoic ngoai cung

* C,_,_1: sb cach xay dung mot biéu thic biing cac ddu ngoic ctia phan
tha hai

Trudng hop co sé 1a C = 1, vi ta c6 thé xay dung mot biéu thiic ngoic
réng bang khong cip ngoic.

Cong thirc 2

Céc sb Catalan ciing c6 thé dudc tinh bing hé s6 nhi thiec:

c - 1 (2n)
n+1\n
Cong thic c6 thé dude giai thich nhu sau:
C6 téng cong (*") cach xay dung mot biéu thiic ngodic (khong nhat thiét

hop 18) chiia n dau ngodc trai va n dau ngoic phai. Hay tinh s6 lusng céc
biéu thiic nhu vay khong hop lé.
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Néu mot biéu thic ngosc khong hop 1¢, né phai chita mét tién t6 ma trong
d6 s6 ddu ngodc phai 16n hon sé ddu ngoic trai. Y tudéng 1a dao chidu ting
diu ngodc thuoc tién t6 d6. Vi du, biéu thiic ())()( chia tién t6 ()), va sau
khi d4o tién t6, biéu thic tré thanh )((()(.

Biéu thiic thu dude gdm n + 1 dau ngoic trai va n — 1 dau ngoic phai. S6
lugng cac biéu thitc nhu vay 1a (%), bing s6 lugng biéu thiic ngodc khong
hop 1é. Vi vay, s6 luong biéu thiic ngoic hop 1é c6 thé dude tinh bing cong

thic
2n B 2n B 2n _on 2n B 1 2n
n n+1) \n n+1\n/) n+1\n)’

Dém cay

Céc s6 Catalan ciing lién quan dén cay:
* ¢6 C, cay nhi phan gom n dinh
* ¢6 C,_; ciy c6 gbc gom n dinh

Vi du, véi C5 = 5, cac cay nhi phan la

SR

va céc cay c6 goc la

22.3 Nguyén ly bu tru
Nguyén ly bu trir 13 mét ki thuat c6 thé dung dé dém kich thuéc ciia hop
cac tap khi biét kich thuéc ctia cac giao, va ngudc lai. Mot vi du don gian
cua ky thuat nay la cong thic

|AU B| = [A] +[B| — [AN B],
trong d6 A va B la cac tap va | X| ky hiéu kich thuédc cia X. Cong thic co

thé dude minh hoa nhu sau:
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Muc tiéu cua ta la tinh kich thudéc ciia hop A U B, tuong tng véi dién tich
ctia vung thuoc it nhat mot hinh tron. Hinh vé cho thay ta c6 thé tinh dién
tich ctia A U B bing céch trudc hét cong dién tich ctia A va B, roi tru di dién
tich caa AN B.

Y tuéng tuong tu c6 thé dudc ap dung khi s6 lugng tap 16n hon. Khi c6
ba tap, cong thic bu tru la

JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|AnB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC|

va hinh tuong tng la

Trong trudng hop tdng quat, kich thuée ctia hop X; UX,U--- U X, ¢6 thé
dugc tinh b3ing cach xét moi giao c6 thé chira mot sé tap trong X1, Xo, ..., X,..
Néu giao chita sb 18 tap, kich thuéc ctia né dude cong vao dap an, ngude lai
kich thuée cia né dudce tru khoi dap an.

Luu y ring ciing c6 cac cong thiic tuong tu dé tinh kich thuéc ctia mét
giao tu kich thuéc ctia cac hop. Vi du,

|ANB|=|A|+|B|-|AU B|
va

|JANBNC|=|A]+|B|+|C]-|AUB|-|AUC|—|BUC|+|AUBUC|.

Hoan vi mat trat tu

Lam vi du, hdy dém s6 hoan vi mat trat tu cta cdc phan ti {1,2,...,n},
tic 1a cac hoan vi trong d6 khong phan t nao nim & vi tri ban dau ctia né.
Vi du, khi n = 3, ¢6 hai hoan vi mat trat tu: (2,3,1) va (3,1, 2).
Mot cach giai bai toan la dung nguyén ly bu tru. Goi X, 1a tap cac hoan
vi chtta phan ti k£ 6 vi tri k. Vi du, khi n = 3, cac tap nhu sau:
X, = {(1,2,3),(1,3,2)}
X2 = {(17 27 3)7 (37 27 1)}
X; = {(1,2,3),(2,1,3)}
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Dung cac tap nay, sd hoan vi mat trat tu bing

vi vay chi can tinh kich thudc ctia hdp. Dung nguyén ly bu tri, viéc nay quy
vé tinh kich thuéc cac giao, c6 thé thuc hién hiéu qua. Vi du, khi n = 3, kich
thuéc caa ’Xl U XQ U X3| la

| X1 |+ | Xo| 4+ | X3 — [ X1 N X — [ X1 N X5 — | XN Xs] + [ XN Xo N X5
= 24+2+2-1-1-1+1
= 4

nén s6 1oi giaila 3! — 4 = 2.

Héa ra bai toan ciing c6 thé dudc gidi ma khong dung nguyén ly bu trur.
Goi f(n) 1a s6 hoan vi mat trat tu ctia {1,2,...,n}. Ta c6 thé dung cong thic
dé quy sau:

0 n=1
fn)=<1 n=2
m=1(f(n—=2)+f(n—1)) n>2

Coéng thic c6 thé dugc suy ra bing cach xét cac kha ning phan ti 1 thay
déi vi tri trong hoan vi mat trat tu. Cé n — 1 cach chon mot phan ti « thay
thé phan t 1. Véi mdi lua chon nhu vay, c6 hai kha ning:

Khé ning 1: Ta ciing thay thé phan t = bing phan ti 1. Sau d6, nhiém
vu con lai 14 xay dung mét hoan vi mat trat tu ctia n — 2 phan ti.

Khé ndng 2: Ta thay thé phan ti = bang moét phan ti khac 1. Bay gio ta
phai xay dung mot hoan vi mat trat tu ca n — 1 phan ti, vi ta khong thé
thay thé phan tit « bing phan t 1, va tat ca ciac phan tit khac phai dudc
thay doi.

22.4 Bo dé Burnside

Bd dé Burnside c6 thé dudc dung dé dém s6 t6 hop sao cho chi mét dai
dién dugc tinh cho m&i nhém cac t6 hop ddi xting. B§ d& Burnside phat biéu
riang s6 luong t6 hop 1a

5 b
=
trong d6 c6 n cach thay déi vi tri ctia mot td hop, va c6 c(k) td hop khong ddi
khi ap dung cach thi £.

Lam vi du, hay tinh s6 vong c¢6 gdom n hat, trong d6 méi hat ¢c6 m mau
c6 thé. Hai vong cb la déi xiing néu chiing giéng nhau sau khi xoay. Vi du,
vong cb
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¢6 cac vong cd ddi xing sau:

O QOO

Cé n cach thay déi vi tri cia mot vong cb, vi ta c6 thé xoay n6 0,1,...,n — 1

budc theo chidu kim ddng hd. Néu sé budc 14 0, tat cd m” vong cb gilt nguyén,

va néu s6 buéc 1a 1, chi m vong ¢6 ma moi hat c6 cing mau giit nguyén.
Téng quat hon, khi s6 buéc 14 &, tdng cong

1 ed(en)
vong cb gitt nguyén, trong dé ged(k, n) 1a wéc chung 16n nhét cia k va n. Ly

do 1a cac khdi hat c¢6 kich thuée ged(k, n) sé thay thé 14n nhau. Vi vay, theo
bé dé Burnside, sé vong cb 1a

n—1
mgcd i,n)

ingk

Vi du, s6 vong ¢6 do dai 4 v6i 3 mau la
3'+3+3°+3
4

= 24.

22.5 Cong thuc Cayley

Coéng thiic Cayley phat biéu ring c6 n" 2 cay c¢6 nhan chiia n dinh. Cac
dinh dudc gan nhén 1,2, ..., n, va hai cay 1a khac nhau néu cau tric hoic
cach gan nhan ctaa chl’mg khac nhau.

Vidu, khin = 4, s6 1110ng ciy c6 nhan la 4172 =

““ ““
9,0,0,086,0,0,086,0,0,0

Tiép theo ta sé xem cong thitc Cayley c6 thé dudc suy ra bing ma Priifer
nhu thé nao.
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Ma Priifer

Mot ma Priifer 134 mot day gom n — 2 s6 mo ta mot cay c6 nhan. Ma dudc

x4y dung biing mét qua trinh x6a n — 2 14 khéi cay. O mdi budc, 14 ¢6 nhan

nhé nhéat bi x6a, va nhéan cta dinh ké duy nhat cia né dudc thém vao ma.
Vi du, hay tinh ma Priifer ctia d6 thi sau:

ORO
(5)
H—W
Trude hét ta x6a dinh 1 va thém dinh 4 vao ma:

Sau d6 ta x6a dinh 3 va thém dinh 4 vao ma:

Cudi cung ta x6a dinh 4 va thém dinh 2 vao ma:

h

Vi vay, ma Priifer ctia d6 thi 1a [4,4,2
Ta c6 thé xay dung ma Priifer cho mol cay, va quan trong hon, cay ban

dau c6 thé duosc khoi phuc tit mot ma Priifer. Do d6, sd luong cay c6 nhan
gom n dinh bang n" 2, tic s6 luong ma Priifer c6 kich thudéc n.
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Chudng 23

Ma tran

Ma tran 12 mét khéi niém toan hoc tuong ting v6i moét mang hai chiéu trong
lap trinh. Viduy,

13 7 4
A= 0 8 2
5 4

© N>
—_

8

la m6t ma tran kich thudce 3 x 4, tic 1a né c6 3 hang va 4 cot. Ky hiéu [, j]
chi phan ti& 6 hang i va cot j trong mot ma tran. Vi du, trong ma tran trén,
A[2,3] =8 va A3,1] = 9.

Mot truong hgp déc biét cia ma tran la vector, titic moét ma tran mot
chiéu kich thuéc n x 1. Vi du,

<
I
SIS RN

14 mot vector chia ba phan ti.
Chuyén vi A” ctia mot ma tran A thu dude khi hoan ddi cac hang va cot
cta A, tucla AT[i, j] = A[j,1]:

6 7 9
r 130 5
A=17 5 4

4 2 18

Mot ma tran 1a ma tran vuéng néu né cé cung sé hang va sé cot. Vi du,
ma tran sau la mot ma tran vuong:

3 12 4
S=15 9 15
0 2 4

23.1 Phép toan

Téng A + B ctia cAc ma tran A va B dudc dinh nghia néu hai ma tran cé
cung kich thuée. Két qua 14 mot ma tran trong d6 mdi phan t 1a téng cia
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cac phan ti tuong dng trong A va B.
Vi du,

HRII R N B Rt R [

39 2 8 1 3] |3+8 9+1 2+3 11 10 5

Nhan mot ma tran A véi mot gia tri » nghia 1a mdi phan ti ctia A dudc
nhéan véi z. Vi du,

o [6 1 4] _[2:6 2.1 2.4) _[12 2 8
39 2 (23 2-9 2.2 |6 18 4|’
Nhan ma tran

Tich AB ciia cac ma tran A va B dude dinh nghia néu A c6 kich thuéc a x n
va B c6 kich thuéc n x b, tic 1a chidu rong ctia A bing chiéu cao ctia B. Két
qua 13 mot ma tran kich thuéc a x b ¢6 cac phan ti dude tinh bing cong thiic

AB[i,j] = A[i. k] - B[k, j].

Y tudng 12 mdi phan tit ctia AB la téng cac tich ctia phin ti trong A va
B theo hinh sau:

B
e
A AB
Vi du,
1 4 1 6 1-1+44-2 1-64+4-9 9 42
3 9 {2 9}— 3:149-2 3:-64+9-9| =121 99
8 6 8-1+6-2 8-6+6-9 20 102

Phép nhan ma tran c6 tinh két hop, nén A(BC) = (AB)C dung, nhung
khong c¢6 tinh giao hoan, nén AB = BA thudng khong ding.

Ma trian don vi la mot ma tran vuong trong dé6 mdi phan ti trén dusng
chéo bing 1 va moi phan tt khéc bing 0. Vi du, ma tran sau la ma tran don
vi3 x 3:

I =

O O =
O = O
_ o O
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Nhan mot ma tran véi ma tran don vi khong lam thay déi ma tran dé. Vi

duy,
10 0] [1 4 1 4 L4 1 4
01 0| -[39]=1_39] va 39-[01]=39
001 [8 6 8 6 8 6 8 6

Véi mot thuat toan truc tiép, ta c6 thé tinh tich ctia hai ma tran n x n
trong thoi gian O(n?). Cing c6 cac thuat toan hiéu qua hon cho phép nhan
ma tran| nhung chiing chi yéu c6 y nghia ly thuyét va khong can thiét
trong lap trinh thi dau.

Lily thira ma tran

Liy thira A* cia mot ma tran A dude dinh nghia néu A 14 ma tran vuéng.
Pinh nghia dua trén phép nhan ma tran:

AR = A A AL A
|y e ——

k1an

Vi du,
2 5]° [2 5] [2 5] [2 5] _[48 165
1 4] |1 4 1 4 1 4| (33 114|"
Ngoai ra, A° 12 mot ma tran don vi. Vi du,
2 51 10
1 4] |0 1|°

Ma tran A* c6 thé dudc tinh hiéu qua trong thdi gian O(n®log k) bing
thuéat toan 6 Chuong 21.2. Vi du,

2 51° 2 5" [2 5]
1 4] |1 4| |1 4| -
Dinh thirc

Dinh thic det(A) cia mot ma tran A dude dinh nghia néu A 1a ma tran
vudng. Néu A c¢6 kich thuée 1 x 1, thi det(A) = A[1, 1]. Pinh thic clia mft ma
tran 16n hon dude tinh dé quy bing cong thic

IThuat toan dau tién nhu vay 1a thuat toan Strassen, dudc cong bd nam 1969 [63], c6
d6 phic tap thoi gian O(n?-8973%); thuat todn tot nhat hién nay [27] chay trong thsi gian
O(n237286),
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trong d6 CJi, j] 1a phan bu dai s6 ctia A tai [, j]. Phan bu dai s6 dudc tinh
bang cong thiic o
0[17]] = (_1)Z+] det<M[27J])7

trong d6 M]i, j] thu dudc béng cach x6a hang i va cot j khéi A. Do hé sb
(—1)"*7 trong phan bu dai s6, cac dinh thic ludn phién mang dau duong va
am. Vi du,
det({g 4}):&6—4-1:14
1 6

N

va

det( % z E ):2-det(B 2])_4-det(ﬁ ﬂ)+3-det({? ;}):81.

Dinh thic ctia A cho ta biét c6 ton tai mot ma tran nghich dao A~! sao
cho A- A~' = I hay khong, trong d6 I 12 ma tran don vi. Héa ra A~! ton tai
khi va chi khi det(A) # 0, va né cé thé dudc tinh bing cong thic

1o Clhi
At = =
Vidu,
2 4 3 1 -8 —10 21 1 00
5 1 6|-— 122 —-13 3 | =101 0
7T 2 4 3 24 -—18 0 01
A A1 T

23.2 Truy héi tuyén tinh

Mot truy héi tuyén tinh 12 mot ham f(n) cé cdc gid tri ban daula £(0), f(1),...

1) va cac gi4 tri 16n hon dugc tinh dé quy bing cong thiic
fm)y=cafn—1)+caf(n=2)+...+cf(n—k),

trong d6 ci, ca, . .., c;, 12 cac hé s6 hing.

Quy hoach dong c6 thé dugce dung dé tinh bat ky gia tri f(n) nao trong thoi
gian O(kn) bang c4ch tinh 1an lugt moi gia tri f(0), f(1),..., f(n). Tuy nhién,
néu k nhé, c6 thé tinh f(n) hiéu qua hon nhiéu trong thai gian O(k*logn)
béng cac phép toan ma tran.

S6 Fibonacci

Mot vi du don gian vé truy hoéi tuyén tinh 12 ham sau dinh nghia céc sb
Fibonacci:
f(0) =0

S(1) 1
fn) = fln=1)+ f(n-2)
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Trong truong hop nay, k =2vac, =cp, = 1.
Dé tinh cac s6 Fibonacci mot cach hiéu qua, ta biéu dién cong thic
Fibonacci dudi dang mot ma tran vuong X kich thuéc 2 x 2, sao cho hé thic

sau dung: ‘ .
i) = [

Vi vay, cac gia tri f(i) va f(i + 1) dudc dua vao lam “dau vao” cho X, va X
tinh cac gia tri f(i + 1) va f(i + 2) tit ching. Héa ra mot ma tran nhu vay la

X:[f ﬂ

i) - { -] 1))
Vi vay, ta c6 thé tinh f(n) bing cong thic
o] = [ =0T [

Gié tri ctia X" c¢6 thé dugc tinh trong thoi gian O(logn), nén gia tri ctia f(n)
ciing c6 thé dugc tinh trong thai gian O(logn).

X -

Vi du,

Trudng hdp tong quat
Bay gid hay xét trudng hop tdng quat, trong dé6 f(n) 1a mot truy hdi tuyén

tinh bat ky. Mot 1an nita, muc tiéu cia ta la xay dung mét ma tran X sao
cho

Mot ma tran nhu vay la

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 0
X = :
0 0 0 o --- 1
|Gk Ck—1 Ck—2 Cp—3 - C1]

Trong k — 1 hang dau tién, moi phan t& déu bing 0 trit mot phan ti béng 1.
Cac hang nay thay f(i) béng f(i + 1), f(i + 1) béng f(i + 2), v.v. Hang cudi
chiia cac hé s6 ctia truy hdi dé tinh gia tri méi f(i + k).
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Bay gis, f(n) c6 thé dudc tinh trong thoi gian O(k*logn) biing cong thiic

f(n) f(0)
fos) ||
Fn4k—1) £k —1)

23.3 D6 thi va ma tran

Dém dudng di

Cé4c liiy thita ctia ma tran ké cia mot do thi c6 mot tinh chat thia vi. Khi
V 1a ma tran ké ctia mét do thi khong trong s6, ma tran V" chia sb ludng
duong di gom n canh gitta cdc dinh trong d6 thi.

Vi du, véi do thi

(—©

ma tran ké la

0001060
1 00 011
01 00O0O0
V= 01 0O0O0O
000 O0O0O
001010
Bay gio, vi du, ma tran
(00 1 1 1 0]
2000 2 2
, lo20000
Vi= 020000
000 O0O00QO0
001 11 0]

chiia s6 lugng duong di gom 4 canh gitta cdc dinh. Vi du, V*[2,5] = 2, vi
¢6 hai duong di gdbm 4 canh ti dinh 2 dén dinh 5:2 -1 -4 -2 - 5va
2—-6—>3—2—05.

Dudng di ngan nhat

Dung y tudng tuong tu trong mot dd thi cé trong sd, ta c6 thé tinh cho mbi
cap dinh d6 dai nhé nhat cia mot duong di gitta chiing chita ding n canh.
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Pé tinh diéu nay, ta phai dinh nghia phép nhan ma tran theo mot cach méi,
sao cho ta khong tinh sé luong duong di ma téi thiéu héa do6 dai dudng di.
Lam vi du, xét d6 thi sau:

2 4

4 | 1 1| 2 3
>0
Hay xay dung mot ma tran ké trong dé oo nghia 1a canh khong ton tai,
va cac gia tri khac tuong ing véi trong sé canh. Ma tran la

o0 o0 oo 4 oo
2 oo oo o 1 2
oo 4 oo oo oo
V =
oo 1 oo oo oo ©
00 00 00 00 OO0 OO
|00 00 3 oo 2 00 |
Thay vi cong thic
ABli,j| = > Ali, k] - B[k, j]
k=1

bay gio ta dung cong thic
ABli, j] = min Ali, k] + Bk, ]

cho phép nhan ma tran, nén ta tinh mot gi4 tri nhé nhat thay vi mot tong,
va mot tdng c4c phan ti thay vi mot tich. Sau stta d6i nay, cac liy thita ma
tran tuong tng véi dudng di ngdn nhéat trong do thi.
Viduy, vi

[ 10 11 ]
00 0
00 0
00 00
(O ONENG @)

12 13

g8 8 w©
88388 ©8

g8 =88

88388 ©8

—
—_

ta c6 thé két luan ring d6 dai nhé nhat cia mot duong di gdm 4 canh tix
dinh 2 dén dinh 5 14 8. Mot dudng di nhuvayla2 -1 —4 — 2 — 5.

Dinh ly Kirchhoff

Dinh ly Kirchhoff cung cip mot c4ch tinh s6 ludng cdy khung ctia mot do
thi duéi dang dinh thic ctia mot ma tran dic biét. Vi du, do thi
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¢6 ba cay khung:

Dé tinh s6 lugng cay khung, ta xay dung mét ma tran Laplace L, trong d6
L[i,i] 1a bac ctia dinh i va L[i, j] = —1 néu c6 canh gitta cac dinh i va j, ngudc
lai L[i, j] = 0. Ma tran Laplace ctia d6 thi trén nhu sau:

3 -1 -1 -1

-1 1 0 0
L= -1 0 2 -1
-1 0 -1 2

C6 thé ching minh ring sé ludng cay khung bing dinh thiic cia mét ma
tran thu dudc khi ta x6a mot hang bat ky va mot cot bat ky kheéi L. Vi du,
néu ta x6a hang dau tién va cot dau tién, két qua la

1 0 0
det([0 2 —1])=3.
0o -1 2
Dinh thiic luén gidng nhau, bat ké ta x6a hang va coét nao khéi L.

Luu ¥ ring coéng thiic Cayley trong Chuong 22.5 14 mot trudng hop dic

biét ctia dinh ly Kirchhoff, vi trong mét d6 thi day da gdom n dinh

n—-1 -1 ... -1
1 n—-1 - -1
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Chuong 24
Xac suiat

Mot xac suat 1a mot s6 thuc ndm gitta 0 va 1 cho biét mot su kién c¢6 kha
ning xay ra dén miic ndo. Néu mot su kién chic chin xay ra, xdc suat cta
né6 1a 1, v néu mot su kién khong thé xay ra, xac suit ctia né 1a 0. Xac suét
ctia mot su kién duge ky hiéu 1a P(---), trong d6 ba ddu chAm mo ta su kién.
Vi du, khi gieo mot con xtc x&c, két qua 13 mot s6 nguyén tir 1 dén 6, va
xéc suat ctia mdi két qua 1a 1/6. Chéng han, ta c6 thé tinh cac x4c suat sau:
e P(két qua la 4%) = 1/6
* P(’két qua khong phai 12 6”) = 5/6
P("két qué 1a s6 chdn”) = 1/2

24.1 Tinh toan

Dé tinh x4c suét cia mot su kién, ta c6 thé dung td hop hodc mé phéng qua
trinh sinh ra sy kién d6. Lam vi du, hay tinh x4c suat rat dudce ba 14 bai c6
cung gia tri ti mot bo bai da xdo (vi du, &8, &8 va O8).

Cach 1

Ta c6 thé tinh xac suat bing cong thic

s6 két qua mong mudn
tong s6 két qua

Trong bai todn nay, cac két qua mong mudn 1a nhitng két qua ma gia tri
ctia mdi 14 bai du giéng nhau. C6 13(;) két qua nhu vay, vi ¢6 13 kha néng
cho gid tri cia cdc 14 bai va () cach chon 3 chét tit 4 chat c6 thé.

C6 tong cong (%) két qua, vi ta chon 3 1a tit 52 1a. Do d6, x4c suat cia su
kién la




Cach 2

Mot cach khéac dé tinh xac suat 14 mé phéng qua trinh sinh ra su kién. Trong
vi du nay, ta rit ba 14 bai, nén qué trinh gém ba budc. Ta can méi buéc ctia
qué trinh déu thanh cong.

Viéc rut 14 dau tién chic chdn thanh cong, vi khong c6 rang budc nao.
Budc thi hai thanh cong véi xac sult 3/51, vi con 51 14 bai va 3 14 trong s6
d6 c6 cung gia tri véi 14 dau tién. Tuong tu, budc thi ba thanh cong véi xac
suat 2/50.

X4c suat dé toan bd qué trinh thanh cong la

3 2 1

5150 15
24.2 Su kién

Mot su kién trong ly thuyét xac suét cé thé dugde biéu dién bing mot tap
ACX,

trong d6 X chia tat ca cac két qua c6 thé va A 1a mét tap con céc két qua. Vi
du, khi gieo mét con xtc xic, cac két qua la

X =1{1,2,3,4,5,6).
Bay gio, chdng han, su kién “két qua 14 s6 chin” tuong ng vdi tap
A= {2,4,6}.

Mbi két qua = dude gan mot xdc suit p(x). Khi d6, x4c suat P(A) ctia mot
su kién A c6 thé dude tinh bing tdng xac suat ctia cac két qua theo cong thiic
P(A) =) p(x).

€A
Vi du, khi gieo mot con xtic x&c, p(z) = 1/6 véi mdi két qua x, nén xac suat
cta su kién "két qua 14 s6 chin” la
p(2) +p(4) +p(6) = 1/2.

Téng xac suat clia cac két qua trong X phai bing 1, ticla P(X) = 1.
Vi cac su kién trong 1y thuyét xac suét 1a cac tap, ta c6 thé xi 1y ching
bing cac phép toan tap hop chuin:

* Phin bu A nghia 1a ”A khéng xay ra”. Vi du, khi gieo mét con xic x3c,
phanbuctia A = {2,4,6}1a A = {1,3,5}.

* Hgp AU B nghia la ”A hoac B xay ra”. Vi du, hgp cia A = {2,5} va
B=1{4,56}1a AUB = {2,4,5,6}.

* Giao AN B nghiala”A va B cung xay ra”. Vi duy, giao cda A = {2,5}
va B ={4,5,6}la An B = {5}.
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Phan bu

X4c suat ctia phan bu A dude tinh bing cong thic

P(A) = 1— P(A).

Doi khi, ta c6 thé giai moét bai toan d& dang béing phan bu, tic 1a giai bai
toan d6i ngudc. Vi du, x4c suat nhan dudc it nhat mot méit sau khi gieo xtic
x8c mudi lan l1a

1—(5/6)".

O day 5/6 1a xac suét dé két qua ciia mot 1an gieo khong phai 1a sau, va
(5/6)'° 1a x4c suat dé khong 1an nao trong musi 1an gieo ra mit sau. Phan
bu cia su kién nay chinh la dap an ctia bai toan.

Hop
X4c suét ctia hop A U B dudc tinh bing cong thic
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Vi du, khi gieo mot con xtc xic, hop ctia cac su kién
A ="két qua 1a s6 chdn”

va
B = "két qua nhé hon 4”

N

la
AU B = "két qua la s6 chén ho#c nhé hon 47,

va x4c suat ciia né 1a
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) =1/2+1/2 — 1/6 = 5/6.
Néu céc su kién A va B réi nhau, tic 14 A N B réng, xac suat cia su

kién AU B don gian la

P(AUB) = P(A) + P(B).

Xac suat c6 diéu kién
X4c suit cé6 diéu kién
P(ANB)

14 x4c suat ciia A véi gia thiét réing B xay ra. Vi vay, khi tinh x4c suat ctaa
A, ta chi xét cac két qua ciing thuoc vé B.
Véi cac tap 6 trén,
P(A|B) = 1/3,
vi cac két qua ctia B 1a {1,2,3}, va mot trong s6 ching 12 s6 chén. Day 1a xac
suat dé két qua 12 s6 chin néu ta biét ring két qua nim trong khoang 1...3.
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Giao
Dung xéc suét c6 didu kién, xac suat ctia giao A N B ¢6 thé dude tinh bing

cong thic
P(ANB) = P(A)P(B|A).

Cac sukién A va B 1a déc 1ap néu
P(AB) = P(A) va P(B|A) = P(B),

nghia 1a viéc B xay ra khong lam thay ddi x4c suit cia A, va ngudc lai.
Trong trudng hop nay, xac suat ctia giao la

P(ANB) = P(A)P(B).
Vi du, khi rat mot 1a bai tir b bai, cac su kién
A = "chat 1a chuon”

va
B = "gia tri 1a b6n”

la doc lap. Do dé6 su kién
AN B ="14 bai la bén chudn”
xAay ra v6i xac suat

P(ANB) = P(A)P(B) = 1/4-1/13 = 1/52.

24.3 Bién ngiu nhién

Mot bién ngiu nhién 13 mot gia tri dude sinh ra béi mot qua trinh ngiu
nhién. Vi du, khi gieo hai con xtc xdc, mot bién ngau nhién cé thé 1a

X = "téng cta cac két qua”.

Chéng han, néu cac két qua 1a [4, 6] (nghia la ta gieo dugc bon trudc rdi sau
sau), thi gia tri cia X la 10.

Ta ky hiéu P(X = z) 1a x4c suat dé gi4 tri cia bién ngiu nhién X 1a z.
Vi du, khi gieo hai con xtic x8c, P(X = 10) = 3/36, vi tong s6 két qua 1a 36
va c6 ba cach c6 thé dé nhan dugc téng 10: [4,6], [5, 5] va [6, 4].

Gia tri ky vong

Gia tri ky vong E[X] biéu thi gi4 tri trung binh ctia moét bién ngau nhién
X. Gia tri ky vong c6 thé dudc tinh bing tdng

Z P(X =)z,

238



trong d6 x chay qua moi gia tri c6 thé cta X.
Vi du, khi gieo mot con xtic xic, két qua ky vong 1a

1/6-141/6-2+1/6-3+1/6-4+1/6-5+1/6-6="17/2.

Mot tinh chat hitu ich cta gia tri ky vong la tinh tuyén tinh. Diéu nay
nghia 12 tong F[X; + X5+ - -+ X,,] luén bing tong E[X,] + E[Xo]+- - -+ E[X,,].
Céng thic nay van diung ngay ca khi céac bién ngiu nhién phu thudc 14n
nhau.

Vi du, khi gieo hai con xtc xéc, téng ky vong 1a

E[X,+ Xo] = B[X)| + E[Xo] = 7/247/2=7

Hay xét mot bai toan trong d6 » qua béng dudc diat ngau nhién vao n hop,
va nhiém vu ciia ta 1a tinh s6 hop rong ky vong. Méi qua béng c6 x4c suat
nhu nhau dé duoc dit vao bat ky hop nao. Vi du, néu n = 2, cac kha niang
nhu sau:

Trong truong hgp nay, sé6 hop rong ky vong 1a
0+0+1+1 1
4 2
Trong trudng hop tdng quat, xac suit dé mot hop cu thé rong la
()
n 9
vi khéng qua béng nao dude dit vao hop dé. Do d6, dung tinh tuyén tinh, s6
hop réng ky vong la
()
n - .
n

Phan phbi

Phan phdi ciia mot bién ngiu nhién X cho biét xac suat ctia mdi gia tri ma
X c6 thé nhan. Phan phéi gom céc gi4 tri P(X = z). Vi du, khi gieo hai con
xtc xic, phan phdi ctia téng hai két qua la:

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(X=u=)|1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Trong moét phan phdi déu, bién ngiu nhién X c¢6 n gid tri c6 thé a,a +

1,...,bva xac suat cia mbi gia tri 12 1/n. Vi du, khi gieo mét con xuc xic,
a=1,b=6va P(X =z)=1/6 v6i mbi gia tri z.
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Gia tri ky vong cia X trong phan phéi déu la

a+b
E[X] = 5

Trong mot phan phéi nhi thie, c6 n 1an thit dude thuc hién va xac suat
dé mot 1an thit thanh cong 1a p. Bién ngdu nhién X dém s6 1an thi thanh
cong, va xac suat ciia mot gia tri = 1a

PX =z)=p"(1-p)"" (Z) ,

trong d6 p® va (1 — p)"~* tuong ng véi cac 1an thit thanh cong va khong
thanh cong, va (") 1a sb cach ta ¢6 thé chon thi tu cac 1an thi.

Vi du, khi gieo mét con xtic x4c mudi 1an, xac suat gieo dudec mit sau
dung ba 1an 1a (1/6)3(5/6)7 ().

Gi4 tri ky vong ctia X trong phan phdi nhi thiic 1a

E[X] = pn.

Trong mét phan phédi hinh hoc, xédc suat d8 mot 1an thi thanh cong 1a
p, va ta tiép tuc cho dén khi thanh cong dau tién xay ra. Bién ngiu nhién X
dém s6 1an thit can thiét, va xac suat cia mot gia tri z 1a

P(X =z)=(1-p)"'p,

trong dé6 (1 — p)*~! tuong tng véi cdc 1an thit khong thanh cong va p tuong
ng véi 1an thi thanh cong dau tién.

Vi du, néu ta gieo xtc xic cho dén khi ra mit sau, xac suat dé s6 1an gieo
dung béng 4 1a (5/6)31/6.

Gia tri ky vong ctia X trong phan phéi hinh hoc 12

BIX] = ]1).

24.4 Xich Markov

Xich Markov (Markov chain) 12 mé6t qua trinh ngiu nhién gém cac trang
thai va cac chuyén tiép gitta ching. V6i mdi trang thai, ta biét cic xac suat
dé chuyén sang nhiing trang thai khac. Mot xich Markov c¢6 thé dudc biéu
dién bang mot d6 thi trong dé cac dinh la trang thai va céac canh la chuyén
tiep.

Lam vi du, xét mot bai toan trong dé ta dang & tang 1 cia mot toa nha
¢6 n tang. O mdi bude, ta di ngdu nhién 16n mot tAng hodc xudng mot tang,
ngoai trit viéc ta luon di 1én mot tang tir tang 1 va di xuéng mot tang tu
tang n. Xac suat dé ta 6 tang m sau k budc 1a bao nhiéu?

Trong bai toan nay, mdi ting ctia toa nha tuong ing véi mét trang thai
trong xich Markov. Vi du, néu n = 5, d6 thi nhu sau:
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] 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1

Phan phdi xac suat ctia mot xich Markov 1a mét vector [py, po, . . . , p,], trong
dé py. 12 xéc suat dé trang thai hién tai la k. Cong thic p +po + - +pn = 1
luon dang.

Trong tinh hudng trén, phan phdi ban dau la [1,0,0,0,0], vi ta ludn bit
dau & tang 1. Phan phéi tiép theo 14 [0, 1,0,0,0], vi ta chi c6 thé di ti ting 1
lén tAng 2. Sau d6, ta cé thé di 1én mot ting hodc xudng mét ting, nén phan
phbi tiép theo 1a [1/2,0,1/2,0,0], v.v.

Mot cach hiéu qua dé moé phéng budce di trong xich Markov 1a dung quy
hoach déng. Y tudng 1a duy tri phan phéi xac suét, va 6 mdi bude duyét qua
moi kha nang ta c6 thé di chuyén. Dung phuong phap nay, ta c6 thé mo
phéng mot bude di dai m bude trong thoi gian O(n*m).

Céc chuyén tiép ctia xich Markov ciing c6 thé dudc biéu dién bing mét
ma tran cap nhat phan phéi xéac suit. Trong tinh hudéng trén, ma tran la

01/2 0 0 0
1 0 1/2 0 0
0 1/2 0 1/2 0
0 0 1/2 0 1

00 0 1/20

Khi nhan mét phan phdi xac suat véi ma tran nay, ta nhan dudc phan
phdi méi sau khi di moét buéde. Vi du, ta ¢6 thé chuyén tir phan phéi [1,0,0,0, 0]
sang phan phéi [0, 1,0, 0, 0] nhu sau:

01/2 0 0 0|1 0
1 0 1/2 0 o]0 1
0 1/2 0 1/2 of |o] = |0
0 0 1/2 0 1|0 0
0 0 0 1/2 0] |0 0

Biing cach tinh lily thita ma tran hiéu qua, ta c6 thé tinh phan phéi sau
m buéce trong thoi gian O(n3logm).

24.5 Thuat toan ngiu nhién

Doi khi ta c6 thé dung tinh ngau nhién dé giai mot bai toan, ngay ca khi bai
toan khong lién quan dén xac suat. Mot thuat toan ngiu nhién 1a mot
thuat toan dua trén ngau nhién.

Mot thuit toan Monte Carlo 12 mot thuit toan ngiu nhién déi khi cé
thé dua ra d4p 4n sai. Dé thuat toan nhu vay hitu ich, xdc suat cho dap 4n
sai can nhé.
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Mot thuat toan Las Vegas 124 mot thuat toan ngdu nhién luén dua ra
dap an ding, nhung thdi gian chay thay déi ngdu nhién. Muc tiéu la thiét
ké mot thuat toan hiéu qua véi xac suat cao.

Tiép theo, ta s& xem ba bai toan vi du c6 thé dudc giai biing ngau nhién.

Thong ké thir tu

Théng ké thi tu (order statistic) thi & cia mot mang 14 phan ti& 6 vi tri &
sau khi sip xép mang theo thi tu ting dan. Ta c6 thé d& dang tinh bat ky
thong ké thi tu nao trong thai gian O(nlogn) bing cdch sip xép mang trudc,
nhung liéu c6 that su cin sip xép toan bd mang chi dé tim mét phan ti?

Hoéa ra ta c6 thé tim théng ké thit tu bing mot thuat toan ngiu nhién
ma khong can sdp xép mang. Thuat todn, goi 1a quickselect] 12 mot thuat
toan Las Vegas: thoi gian chay ctia né thudng 1a O(n) nhung la O(n?) trong
trudng hop xau nhat.

Thuat toan chon mot phan ti ngdu nhién = cia mang, rdi chuyén céc
phan t nhé hon = sang phan trai cia mang, va tat ca cac phan ti con lai
sang phan phai cia mang. Viéc nay mét thai gian O(n) khi ¢6 n phan ti.
Gia st phan trai chia « phan ti va phan phai chia b phan ti. Néu o = £k,
phan ti r 12 théng ké thi tu tha k. Ngudc lai, néu a > k, ta dé quy tim théng
ké thi tu thi & trong phan trai, va néu a < k, ta dé quy tim théng ké thi tu
thit r trong phan phai, trong d6 » = k — a. Viéc tim kiém tiép tuc tuong tu
cho dén khi tim dugc phan ti.

Khi méi phan t = dudc chon ngau nhién, kich thuéc ctia mang gan nhu
gidm mot nita 8 méi bude, nén do phiic tap thai gian dé tim thong ké thi tu
thi k xap xi

n+n/24+n/d+n/8+---<2n=0(n).

Trudng hop xau nhét cia thuat todn van can thai gian O(n?), vi c6 thé «
luén dude chon sao cho né 14 mét trong cdc phan t& nhé nhat hoidc 16n nhat
trong mang va can O(n) buée. Tuy nhién, xac suat dé didu nay xay ra nhé
dén muc trong thuc té gan nhu khong gép.

Kiém chirng phép nhan ma tran

Bai toan tiép theo 14 kiém chitng xem AB = C c6 ding hay khong khi A, B
va C 14 cdc ma tran kich thuée n x n. Di nhién, ta c6 thé giai bai toan bing
cach tinh lai tich AB (trong thai gian O(n?) bang thuat toan co ban), nhung
ta c6 thé hy vong réing kiém chiing dap 4n sé dé& hon tinh lai tir dau.

Hoéa ra ta c6 thé giai bai toan bing mot thuat toan Monte Carl c6 do
phtic tap thai gian chi O(n?). Y tudng rat don gian: ta chon mét vector ngéu
nhién X gém n phan ti, roi tinh cAc ma tran ABX va CX. Néu ABX = CX,
ta bao ring AB = C, ngudc lai ta bao ring AB # C.

IN&m 1961, C. A. R. Hoare cong b6 hai thuat toan hiéu qua trung binh: quicksort [36]
dé sip xép mang va quickselect [37] dé tim thong ké thi tu.

2R. M. Freivalds cong b6 thuat toan nay nam 1977 [26], va doi khi né dudc goi 1a
Freivalds’ algorithm.
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D6 phiic tap thoi gian ciia thuat toan 1a O(n?), vi ta c6 thé tinh cic ma
tran ABX va CX trong thdi gian O(n?). Ta c6 thé tinh ma tran ABX hiéu
qua bing biéu dién A(BX), nén chi can hai phép nhan ma tran kich thuéc
nxnvan x 1.

Nhudc diém ctia thuat toan 1a ¢6 mot xac suat nhé dé thuat toan méc 15i
khi bao ring AB = C. Vi du,

53] ol =[5

71 [3
2] 6]
Tuy nhién, trong thuc té, xac suat dé thuat toan méc 15i 1a nhé, va ta cé

thé gidm x4c suat nay bing cach kiém chiing két qua véi nhidu vector ngiu
nhién X truéc khi béo ring AB = C.

T6 mau do thi
Cho mét d6 thi c¢6 n dinh va m canh, nhiém vu ctia ta 1a tim mét cach t6 mau

cac dinh ctia d6 thi bing hai mau sao cho véi it nhat m/2 canh, hai ddu mut
c6 mau khac nhau. Vi du, trong d6 thi

e

mot cach t6 mau hgp 1€ nhu sau:

0 e’e

D6 thi trén c6 7 canh, va véi 5 canh trong s6 d6, hai dau mut c6 mau khac
nhau, nén cach t6 mau la hgp 1é.

Bai toan c6 thé dugc giai bing mot thuat toan Las Vegas sinh céc cach
t6 mau ngiu nhién cho dén khi tim dudc mot cach t6 mau hop 1é. Trong mot
cach t6 mau ngau nhién, mau ctia moi dinh dudc chon doc 1ap sao cho xac
suat ctia ca hai mau déu la 1/2.

Trong mdt ciach t6 mau ngau nhién, xac suat dé hai dau mit cia mot
canh ¢6 mau khac nhau 1a 1/2. Do d6, s6 canh ky vong ¢6 hai dau mut khac
mau 1a m /2. Vi mét cach t6 mau ngau nhién dudc ky vong 1a hop 1€, trong
thuc té ta sé nhanh chéng tim dude mét cach t6 mau hop lé.
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Chudng 25
Ly thuyét tro chdi

Trong chuong nay, ta sé tap trung vao céc tro choi hai ngusi khong chia yéu
t6 ngdu nhién. Muc tiéu ciia ta 1a tim mot chién lude ma ta c6 thé theo dé
thang tro chai bat ké ddi tha lam gi, néu mot chién lude nhu vay ton tai.

Héa ra c¢6 mot chién lude tdng quéat cho cac tro choi nhu vay, va ta c6 thé
phan tich ching bing ly thuyét nim (nim theory). Truéc hét, ta sé phan
tich céc tro chei don gian trong d6 ngudi choi 1ay que khéi cdc dong, rdi sau
dé6 tong quat héa chién lude ding trong cac tro choi dé6 sang nhiing tro choi
khac.

25.1 Trang thai tro choi

Hay xét mot tro choi ban dau c6 mot déng gdm n que. Hai ngudi choi A va B
di luan phién, va ngudi choi A bit dau. O mdi luot, ngudi choi phai 1ay 1, 2
hodc 3 que khéi déng, va ngudi choi l1dy que cubi cung sé thing tro choi.

Vi dy, néu n = 10, tro choi c6 thé dién ra nhu sau:

e Ngudi choi A 14y 2 que (con 8 que).
Nguoi choi B 14y 3 que (con 5 que).
Ngudi choi A 14y 1 que (con 4 que).
Ngudi chai B 14y 2 que (con 2 que).
Ngudi chai A 1ay 2 que va thing.

Tro choi nay gdm céac trang thai 0,1,2, ..., n, trong d6 s6 ciia trang thai
tuong ing véi sd que con lai.

Trang thai thang va thua

Mbt trang thai thing la trang thai ma ngudi choi sé thing tro choi néu
ho choi tdi uu, va mot trang thai thua 1a trang thai ma ngudi chei sé thua
néu d6i thii choi t6i vu. Héa ra ta c6 thé phan loai moi trang thai cia mot
tro choi sao cho mdi trang thai ho#c 1a trang thai thing, hoic 1a trang thai
thua.
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Trong tro chdi trén, trang thai 0 ro rang la trang thai thua, vi ngusi choi
khéng thé di nuéc ndo. Cac trang thai 1, 2 va 3 1a trang thai thing, vi ta c6
thé 14y 1, 2 ho#c 3 que va thing tro choi. Ngudc lai, trang thai 4 1a trang
thai thua, vi moi nuéc di déu dan dén mot trang thai thing cho d6i tha.

Téng quat hon, néu c6 mot nuée di dan ti trang thai hién tai dén mot
trang thai thua, thi trang thai hién tai 1a trang thai thing, ngudc lai trang
thai hién tai 1a trang thai thua. Dua trén nhan xét nay, ta c¢6 thé phan loai
moi trang thai ctia mot tro choi, bt dau tir cic trang thai thua noi khéng c6
nudc di hgp 1é.

Cac trang th4i 0...15 cfa trd choi trén cé thé dude phan loai nhu sau (W
ky hiéu trang thai thdng va L ky hiéu trang thai thua):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

wiwlwlzjwiwlw]zwlw]w]e [wiw]w]

Tro choi nay dé phan tich: mot trang thai k 1a trang thai thua néu & chia
hét cho 4, va ngudc lai né 14 trang thai thing. Cach choi t6i vu 14 luén chon
mdot nuéce di sao cho sau d6 sé6 que trong ddng chia hét cho 4. Cudi cung,
khéng con que nao va d6i thi da thua.

Di nhién, chién lugc nay doi héi ring sé que khong chia hét cho 4 khi dén
lugt ta. Néu né chia hét cho 4, ta khong thé 1am gi, va d6i thi sé thing tro
choi néu ho choi téi vu.

D6 thi trang thai

Bay gio hay xét mot tro choi que khac, trong d6 6 mdi trang thai &, ta dude
phép 14y bat ky s6 que z nao sao cho x nhé hon & va chia hét k. Vi du, é trang
thai 8 ta c6 thé 1ay 1, 2 hoic 4 que, nhung & trang thai 7 nuéc di duy nhéat
dudc phép 1a 1ay 1 que.

Hinh sau biéu dién céc trang thai 1...9 cta tro choi dudi dang mot @6
thi trang thai, trong dé cac nut 1a trang thai va cac canh la nuéc di gitra
chung:

Trang théi cubi cung trong trd choi nay luon 1a trang théi 1, day 1a trang
thai thua, vi khong c6 nuéc di hgp 1€. Viéc phan loai cac trang thai 1...9
nhu sau:
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Diéu dang ngac nhién 1a trong tro choi nay, moi trang thai mang s chin
déu 1a trang thai thing, va moi trang thai mang s6 1& déu 1a trang thai thua.

25.2 Tro choi nim

Tro chdi nim 12 mot tro choi don gian c6 vai tro quan trong trong ly thuyét
tro choi, vi nhiéu tro choi khac c6 thé dudc choi biing ciing mot chién lude.
Trude hét, ta tap trung vao nim, rdi sau dé6 téng quat héa chién lude sang
cac tro choi khac.

Trong nim c6 n déng, vd mdi déng chita mot sé que. Ngudi choi di luan
phién, va 6 mdi luot, ngudi choi chon mot déng van con que roi lay di bat ky
s6 que nao khéi déng d6. Ngusi thing 14 ngudi 14y que cudi cung.

Cac trang thai trong nim c6 dang [z,, 2, . .., x,], trong d6 x;, biéu thi s6
que trong dong k. Vi du, [10, 12, 5] 1a mot tro chdi c6 ba dong 1an lugt gom 10,
12 va 5 que. Trang th4i [0,0, ..., 0] 1a trang th4i thua, vi khong thé 1y thém
que nao, va day ludn 1a trang thai cudi cung.

Phan tich

Héa ra ta c6 thé dé dang phan loai bat ky trang thai nim nao bing cach tinh
téong nim (nim sum) s = 2, 12 D - - - O x,, trong d6 @ 1a phép XO Cac
trang thai c6 tong nim bing 0 1a trang thai thua, va moi trang thai con lai
12 trang thai thing. Vi du, tong nim cta [10,12,5] 124 10 ® 12 @ 5 = 3, nén
trang thai nay la trang thai thing.

Nhung téng nim lién quan thé nao dén tro choi nim? Ta c6 thé giai thich
didu nay bang cach xem tdng nim thay déi ra sao khi trang thai nim thay
doi.

Trang thdi thua: Trang thai cudi cung [0,0,...,0] la trang thai thua, va
téng nim ctia n6 bing 0, ding nhu mong dgi. O céc trang thai thua khac,
moi nuéc di ddu dan dén mét trang thai thing, vi khi mét gia tri z;, thay ddi,
téng nim ciing thay ddi, nén téng nim sé khac 0 sau nuéc di.

Trang thai thing: Ta c6 thé di dén mot trang thai thua néu c6 mot déng
k sao cho z;, & s < z;. Trong truong hdp nay, ta cé6 thé l1ay que khéi déng &
dé né con x;, ® s que, va didu d6 sé dan dén mot trang thai thua. Luén ton
tai mot dong nhu vay, trong d6 z;, ¢6 bit 1 & vi tri ctia bit 1 ngoai cung bén
trai cuaa s.

Lam vi du, xét trang thai [10, 12, 5]. Trang thai nay 1a trang thai thing,
vi téng nim ciia né 1a 3. Do d6 phai tdn tai moét nudc di ddn dén trang thai
thua. Tiép theo ta sé& tim nudéc di dé6.

Téng nim cta trang thai la:

LChién ludc t6i uu cho nim dugce C. L. Bouton cong bd nam 1901 [10].
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Trong truong hop nay, déng c6 10 que la déng duy nhat c6 bit 1 & vi tri
ctia bit 1 ngoai cung bén trai ciia téng nim:

Kich thuéc méi ctia déng phai la 10 © 3 = 9, nén ta chi 1ay mot que. Sau
do, trang thai sé 1a [9, 12, 5], day 1a mot trang thai thua:

Tro choi misere

Trong mot tro chdi misere, muc tiéu ctia tro choi bi ddo ngude, nén nguadi
choi 14y que cudi ciing sé& thua tro choi. Héa ra tro choi misére nim c6 thé
dudc choi tdi vu gan gidng nhu tro choi nim chuén.

Y tuéng 1a ban dau choi misére nhu tro chdi chudn, nhung ddi chién luge
& cudi tro choi. Chién ludc méi sé dude 4p dung trong tinh hudéng ma sau
nudc di tiép theo, mdi déng sé chita nhidu nhat mét que.

Trong tro choi chuén, ta nén chon mét nudc di sao cho sau dé cé sé chdn
déng gom mot que. Tuy nhién, trong tro choi miseére, ta chon mot nuée di
sao cho c6 s6 1& dong gom mat que.

Chién lugc nay dung vi trang thai ma chién lude thay déi luén xuét hién
trong tro choi, va trang thai nay 1a trang thai thing, vi né chia ding mot
déng c6 nhiéu hon mét que nén tong nim khéac 0.

25.3 Dinh ly Sprague-Grundy

Dinh ly Sprague—Grund téng quat héa chién lude dung trong nim cho
moi trd choi théa man céc yéu cau sau:

* C6 hai ngudi chdi di luan phién.

* Tro choi gdm cac trang thai, va cac nudc di c6 thé trong mot trang thai
khong phu thudc vao viéc dén ludt ai.

* Tro choi két thic khi mot ngudi choi khéng thé di nude nao.

2Dinh Iy nay dudc R. Sprague [61] va P. M. Grundy [31] phat hién doc lap.
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* Tro choi chic chin sé két thiic sau mét sd hitu han budc.
e Ngudi chdi c6 day du thong tin vé cac trang thai va nudc di dude phép,
va tro choi khong ¢6 ngu nhién.

Y tudng 1a tinh cho mdi trang thai tro choi mét sé6 Grundy tuong dng véi sb
que trong mét déng nim. Khi biét s6 Grundy ctia moi trang thai, ta c6 thé
chdi tro choi nhu tro choi nim.

S6 Grundy

S6 Grundy ctia mot trang thai tro choi la

mex({g1, g2, ... >gn}>7

trong d6 g1, ¢o, . . ., gn 12 c4c s6 Grundy ctia nhiing trang thai ma ta cé thé
di dén, va ham mex cho s6 khong A&m nhé nhit khong ndm trong tap. Vi
du, mex({0,1,3}) = 2. Néu khong c¢6 nuéc di ndo trong mot trang thai, sb
Grundy cta né la 0, vi mex () = 0.

Vi du, trong d6 thi trang thai

cac s6 Grundy nhu sau:

(01—
O

S6 Grundy ciia mot trang thai thua 1a 0, va s6 Grundy ciia mot trang thai
thing 12 mot s6 duong.

S6 Grundy ctia mot trang thai tuong tng véi s6 que trong mot déng nim.
Néu sé Grundy bing 0, ta chi c6 thé di dén cac trang thai c6 s6 Grundy
duong, va néu s6 Grundy la = > 0, ta c6 thé di dén cac trang thai cé sb
Grundy chtta moi s6 0,1,...,2 — 1.

Lam vi du, xét mét tro chdi trong d6 ngudi choi di chuyén mét quan trong
mé cung. Mdi 6 trong mé cung hodc 12 6 trong hodc 1a tuong. O mdi lugt,
ngudi choi phai di chuyén quan dé mot s6 bude sang trai hodc lén trén. Ngusi
thing 12 ngudi choi di nuée cudi cung.

Hinh sau cho thady mot trang thai ban dau c6 thé cé ciia tro choi, trong
d6 @ ky hiéu quan va * ky hiéu mét 6 ma quan cé thé di dén.

249



Cac trang th4i ctia tro chdi 1a moi 6 trong trong mé cung. Trong mé cung
trén, cac s6 Grundy nhu sau:

1N o
o210
| EIRDEE
0l4]1]3]2

Do d6, mdi trang thai ctia tro choi mé cung tuong ing véi mot déng trong
tro choi nim. Vi du, s6 Grundy ctia 6 dudi bén phai la 2, nén d6 1a mot trang
thai thing. Ta c6 thé di dén mot trang thai thua va thing tro chei béing cach
di chuyén bén buéc sang trai hoic hai budc 1én trén.

Luu y rang khac véi tro choi nim géc, c6 thé di dén mot trang thai cé sd
Grundy 16n hon s6 Grundy ctia trang thai hién tai. Tuy nhién, d6i thd luén
c6 thé chon mot nude di triét tiéu nudc di d6, nén khong thé thoat khéi mot
trang thai thua.

Tro chai con

Tiép theo, ta gia st tro chsi gom cac tro chdi con, va 6 mdi ludt, ngusi choi
truéc tién chon mot tro chdi con réi di mot nuée trong tro choi con dé. Tro
choi két thic khi khong thé di nuéc nao trong bat ky tro choi con nao.

Trong trudng hop nay, s6 Grundy cta tro choi 1a téng nim cia céac s6
Grundy cta cac tro choi con. Tro chdi c6 thé dude choi nhu mot tro chdi nim
bing cach tinh tat ca sé6 Grundy cta céc tro chdi con rdi tinh téng nim cia
ching.

Lam vi du, xét mot tro choi gom ba mé cung. Trong tro chdi nay, 6 mdi
ludt, ngudi choi chon mot trong cdc mé cung rdi di chuyén quan trong mé
cung d6. Gia st trang thai ban dau cta tro chei nhu sau:

@ @

Céc s6 Grundy ctia cac mé cung nhu sau:
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Trong trang thai ban dau, téng nim cta cic s6 Grundy la2$ 36 3 = 2,
nén ngudi choi dau tién cé thé thing tro choi. Mot nuée di tdi vu 1a di chuyén
hai budc 1én trén trong mé cung thit nhat, tao ra tong nim 0 © 3 ® 3 = 0.

Tro choi Grundy

Do6i khi mo6t nudce di trong tro chdi chia tro choi thanh cac tro choi con doc
lap véi nhau. Trong trudng hop nay, s6 Grundy cta tro choi la

mex({gb g2, ... >gn})a

trong dé n 1a s6 nuéc di c6 thé va
gr = g1 D aga2 D ... D agm,

trong d6 nudc di k sinh ra cac trd chdi con ¢6 s6 Grundy ay, 1, a2, - - ., Agm-

Mot vi du ctia dang tro choi nay l1a Grundy’s game. Ban dau c6 mot
déng duy nhat chia n que. O mdi lugt, ngudi choi chon mot déng va chia
né thanh hai dong khong réng sao cho hai déng cé kich thuéc khac nhau.
Ngudi choi di nuée cudi cung sé thing tro choi.

Goi f(n) 1a s6 Grundy ctia mot dong chiia n que. S6 Grundy c6 thé duge
tinh bing c4ach duyét moi cach chia dong thanh hai dong. Vi du, khi n = 8,
cickhananglal+7,24+6va3+5, nén

f(8) =mex({f(1) & f(7), f(2) ® f(6), /(3) & f(5)}).

Trong tro chdi nay, gia tri cia f(n) dua trén cac gia tricaa f(1),..., f(n—
1). Céc truong hop co sé 1a f(1) = f(2) = 0, vi khong thé chia cac déng c6 1
va 2 que. Céc s6 Grundy dau tién la:

S’ N e e e e N N
I
N O~ DNO OO

S6 Grundy véi n = 8 1a 2, nén c6 thé thing tro chsi. Nuéc di thing 1a tao ra
cac déng 1+ 7, vi f(1) @ f(7) = 0.
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Chuong 26

Thuat toan chuoi

Chuong nay ban vé cac thuat toan hiéu qua dé xt Iy chudi. Nhidu bai toan
chudi c6 thé dudc giai d& dang trong thoi gian O(n?), nhung thach thic 1a
tim céc thuat toan chay trong thoi gian O(n) hoac O(nlogn).

Vi du, mét bai toan xi ly chudi co ban 1a bai toan khép mau (pattern
matching): cho mét chudi d6 dai n va mot mau do dai m, nhiém vu cua ta la
tim céc vi tri xuat hién ctia mau trong chudi. Chdng han, mau ABC xuét
hién hai lan trong chudi ABABCBABC.

Bai toan khép miu c6 thé dugc giai dé dang trong thoi gian O(nm) bing
mot thuat todn vét can thi moi vi tri ma mau c6 thé xuat hién trong chudi.
Tuy nhién, trong chuong nay, ta sé thiy ring c6 nhitng thuat toan hiéu qua
hon chi can thai gian O(n + m).

26.1 Thuat ngit chubi

Trong sudt chuong nay, ta gia si ring chudi dung chi s6 bat dau ti 0. Do
d6, mot chudi s d6 dai n gdbm cac ky tu s[0],s[1],...,s[n — 1]. Tap cac ky tu c6
thé xuat hién trong chudi dudc goi 1a bang chit cai. Vi du, bang chit cai
{A,B,...,Z} gdom céc chii c4i in hoa tiéng Anh.

Chubi con lién tiép (substring) 1a mot day cac ky tu lién tiép trong mot
chudi. Ta dung ky hiéu s[a . .. b] & chi mét chudi con ctia s bat dau tai vi tri a
va két thuc tai vi tri b. Mot chudi do dai n ¢6 n(n +1)/2 chudi con lién tiép. Vi
du, céc chubdi con lién tiép cia ABCD la A, B, C, D, AB, BC, CD, ABC, BCD
va ABCD.

Day con (subsequence) 12 mot day cac ky tu (khong nhat thiét lién tiép)
trong mot chudi theo thi tu ban dau cia ching. Mot chudi do dai n cé 2" — 1
day con. Vi du, cac day con cia ABCD la A, B, C, D, AB, AC, AD, BC, BD,
CD, ABC, ABD, ACD, BCD va ABCD.

Tién t6 (prefix) 12 mot chudi con bat dau tit ddu ctia mét chudi, va hau
t6 (suffix) 12 mot chubi con két thic & cudi ciia mot chudi. Vi du, céc tién t6
ctia ABCD 1a A, AB, ABC va ABCD, va cac hau t6 cia ABCD 1a D, CD, BCD
va ABCD.

Phép xoay c6 thé dudc tao bing cach chuyén cac ky tu ctia mot chudi

253



tung ky tu mot tir dau ra cudi (hodc ngudc lai). Vi du, cdc phép xoay cia
ABCD la ABCD, BCDA, CDAB va DABC.

Chu ky 12 mot tién td ctia mot chudi sao cho chudi c6 thé dugc tao bing
cach 1ip lai chu ky d6. Lan 14p cubi c6 thé khong day da va chi chia mot
tién t6 ctia chu ky. Vi du, chu ky ngén nhat cia ABCABCA 1a ABC.

Bién (border) 12 moét chudi vita 14 tién t6 vira 1a hau t6 cia mot chudi. Vi
du, cac bién cia ABACABA 1a A, ABA va ABACABA.

Céc chudi dudc so sanh bing thi tu tir dién (tuong tng véi thi tu bang
chit cai). Diéu nay nghia 12 2 < y néu x # y va z 1a tién t6 cta y, hodc ton
tai mot vi tri k& sao cho x[i] = y[i] khi i < k va z[k] < y[k].

26.2 CAu truc trie

Trie 12 mot cay c6 goc luu mét tap cac chudi. Méi chudi trong tap dudc luu
duéi dang mét chudi cac ky tu bat dau tit gbc. Néu hai chudi c6 chung tién
td, chiing cling c6 chung mot doan duong trong cay.

Vi du, xét trie sau:

Trie nay tuong dng véi tap {CANAL, CANDY, THE, THERE}. Ky tu *
trong mot nut nghia 14 ¢6 mot chudi trong tap két thic tai nut dé. Ky tu
nhu vay 1a can thiét, vi mot chudi c6 thé 1a tién t6 ctia mot chudi khac. Vi
du, trong trie trén, THE la tién t6 cia THERE.

Ta c6 thé kiém tra trong thdi gian O(n) xem moét trie c6 chita mot chudi
do dai n hay khong, vi ta c6 thé di theo duong bit dau tit nit goc. Ta ciing
6 thé thém mot chudi do dai n vao trie trong thoi gian O(n) bing cach trude
hét di theo duong hién c6 roi thém cac nit méi vao trie néu can.

Duing trie, ta c6 thé tim tién t6 dai nhat ctia mét chudi cho truéce sao cho
tién t6 d6 thudc vé tap. Hon nita, bing cach luu thém théng tin trong mai
nit, ta c¢6 thé tinh s6 chudi thudc vé tap va c¢6 mot chudi cho trude 1am tién
to.

Mbt trie c6 thé dude luu trong moét mang
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int trie [N][A];

trong d6 N 1a sb nut t6i da (tdng do dai tdi da ctia cac chudi trong tap) va
A 1a kich thuéc bang chit c4ai. C4c nut cia trie dude danh s6 0,1,2,... sao
cho s6 ctia goc 1a 0, va trie[s][c] 1a nit tiép theo trén dudng khi ta di tit nit s
bang ky tu c.

26.3 Bam chubi

Bam chubi (String hashing) 1a mot ky thuét cho phép ta kiém tra hiéu qua
xem hai chudi c6 bdng nhau hay kh@n Y tudéng cua bam chudi la so sanh
gia tri bAm cua cac chudi thay vi ting ky tu riéng 1é.

Tinh gia tri bam

Gia tri bam ctia mét chudi 12 mot s6 dude tinh ti cac ky tu ctia chudi. Néu
hai chudi giong nhau, gi4 tri bim cta ching ciing giéng nhau, diéu nay cho
phép so sanh chudi dua trén gia tri bam.

Mot cach thong dung dé cai diat bam chudi 1a bam da thic (polynomial
hashing), nghia 14 gia tri bAm ctia moét chudi s d6 dai n la

(s[0]A™ " +s[1]A" % + -+ - +s[n — 1]A°) mod B,
trong d6 s[0],s[1],. .., s[n — 1] dugc hiéu 12 ma cta cac ky tu trong s, va A

cung B la cac hing s6 dudc chon trudc.
Vi du, ma cta cac ky tu trong ALLEY la:

AJ/L|L|E|Y
65|76|76(69 |89

Do d6, néu A = 3 va B = 97, gi4 tri badm ctia ALLEY la

(653" +76-3% +76-3%+69-3" +89-3") mod 97 = 52.

Tién xir ly

Diing bam da thic, ta c6 thé tinh gia tri bim ctia bat ky chudi con lién tiép
nao ctia chudi s trong thai gian O(1) sau budc tién xtt Iy O(n). Y tudng 1a xay
dung mot mang h sao cho h[k] chira gia tri bam cua tién t6 s[0. .. k]. Cdc gia
tri cia mang c6 thé dude tinh dé quy nhu sau:

h[0] = s[0]
h[k] = (h[k—1]A+ s[k]) mod B

Ky thuat nay dude phd bién béi thuat toan khép mau Karp—Rabin [42].
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Ngoai ra, ta xay dung mot mang p trong dé p[k] = A* mod B:

pl0] = 1
plk] = (p[k — 1]4) mod B.

Viéc x4y dung cadc mang nay mat thoi gian O(n). Sau do6, gia tri bam ctia bat
ky chudi con lién tiép nao sfa . .. b] c6 thé duge tinh trong thoi gian O(1) béng
cong thic

(h[6] = hla — 1]p[b — a + 1]) mod B

v6i gid thiét réing a > 0. Néu a = 0, gia tri bAm don gian 1a h(b].

Dung gia tri bam

Ta c6 thé so sanh chudi hiéu qua bing gi4 tri bam. Thay vi so sanh ting ky
tu riéng 18 ciia cac chubdi, y tudng 12 so sanh gia tri bidm ctia ching. Néu cac
gia tri bam bing nhau, cac chudi cé /¢ bing nhau, va néu cac gia tri bim
khac nhau, cac chubdi chdc chan khac nhau.

Diing bim, ta thudng c6 thé lam cho thuat toan vét can tré nén hiéu qua.
Lam vi du, xét bai toan khép mau: cho mot chudi s va mot mau p, tim cac vi
tri ma p xuat hién trong s. Mot thuat toan vét can duyét qua moi vi tri ma p
c6 thé xuat hién va so sanh cac chudi ting ky tu mot. Do phic tap thdi gian
cia thuat toan nhu vay 1a O(n?).

Ta c6 thé lam thuat todn vét can hiéu qua hon bing cach diung bam, vi
thuat toan so sanh cdc chudi con lién tiép. Dung bam, méi phép so sanh chi
mat thai gian O(1), vi chi cdc gia tri bdm cta chudi con duge so sdanh. Két
qua 12 mot thuat toan c6 do phiic tap thoi gian O(n), day 1a do phic tap tot
nhét c6 thé cho bai toan nay.

Biing cach két hop bam va tim kiém nhi phan, ta ciing c6 thé tim thia tu
tir dién ctia hai chudi trong thdi gian logarit. Didu nay c6 thé dudc thuc hién
béng cach tinh d6 dai cta tién t6 chung ctia hai chudi bing tim kiém nhi
phan. Khi da biét d6 dai cta tién t6 chung, ta chi can kiém tra ky tu tiép
theo sau tién t6, vi ky tu nay quyét dinh thi tu ciia cac chudi.

Va cham va tham sb

Mot rai ro ro rang khi so sanh gia tri bam la va cham (collision), nghia
14 hai chudi c6 noi dung khic nhau nhung gia tri bAm bing nhau. Trong
truong hop nay, mot thuat toan dua vao gia tri bam sé két luan ring hai
chudi bing nhau, nhung thuc té thi khong, va thuat toan cé thé cho két qua
sai.

Va cham luén c6 thé xay ra, vi sd chudi khac nhau 16n hon s6 gi4 tri bdm
khéac nhau. Tuy nhién, xac suit va cham nhé néu céac hing sb A va B dudc
chon cén than. Mot cach thudng dung 1a chon cac hing ngdu nhién gan 10°,
vi du nhu sau:

A = 911382323
B 972663749
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Duing cac hing nhu vay, kiéu long long c6 thé dude dung khi tinh gia tri
bam, vi cdc tich AB va BB sé vira trong long long. Nhung liéu ¢6 khoang 10°
gia tri bAm khac nhau da da chua?

Hay xét ba tinh hudng c6 thé dung bam:

Tinh huéng 1: Hai chudi z va y dudc so sanh véi nhau. Xéc suat va cham
12 1/B néu gia st ring moi gi4 tri bidm c6 x4c suat nhu nhau.

Tinh hudng 2: Mot chudi x dude so sanh véi cac chudi vy, v, . . ., y,. Xac
suat c6 mot hodc nhiéu va cham 1a

1
1—(1—-=)"
-1
Tinh huéng 3: Moi cip chudi x,, z,, ..., z, dudc so sanh véi nhau. Xac
suat c6 mot hodc nhidu va cham 1a

B-(B—1)-(B=2)---(B—n+1)

1 —
Bn

Bang sau cho thay cédc xac suit va cham khi n = 10° va gia tri ctia B thay
déi:

hing B tinh huéng 1 tinh huéng 2 tinh huéng 3

10° 0.001000 1.000000 1.000000
10° 0.000001 0.632121 1.000000
10° 0.000000 0.001000 1.000000
102 0.000000 0.000000 0.393469
10% 0.000000 0.000000 0.000500
108 0.000000 0.000000 0.000001

Bang cho thay trong tinh huéng 1, xac suit va cham la khéng dang ké
khi B =~ 10°. Trong tinh huéng 2, va cham c6 thé xay ra nhung xac suat vin
kh4 nhé. Tuy nhién, trong tinh hudng 3, tinh hinh rat khac: va cham gan
nhu ludén xay ra khi B ~ 10°.

Hién tugng trong tinh hudng 3 dudc goi 1a nghich ly sinh nhit: néu c6
n ngudi trong mot phong, xac suat dé mét vai cip ngudi cé ciing ngay sinh
la 16n ngay ca khi n kha nhé. Tuong tu trong bam, khi moi gia tri bam dudc
so sanh v6i nhau, xédc suat dé c6 hai gia tri bam bing nhau 14 16n.

Ta c6 thé 1am xac suét va cham nhd hon bing cach tinh nhiéu gia tri
bam véi cdc tham s6 khdc nhau. Kha ning va cham xay ra & tat ca cac gia tri
bam cung lic 1a thap. Vi du, hai gia tri bAm véi tham s6 B ~ 10° tuong tng
v6i mot gia tri baAm c6 tham sé B ~ 10'®, 1am cho x4c suat va cham rat nhé.

Mot s6 ngusi dung cac hiing B = 232 va B = 264, diéu nay tién lgi, vi cdc
phép toan véi s6 nguyén 32 va 64 bit dude tinh modulo 232 va 26, Tuy nhién,
day khéng phai 1a lua chon t6t, vi c6 thé xay dung dit liéu vao ludn sinh ra
va cham khi dung cac hing c6 dang 2* [51].
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26.4 Thuat toan Z

Mang Z z ctia mot chudi s d6 dai n chia, véimoéi k =0,1,...,n — 1, do dai
ctia chudi con dai nhat ciia s bit dau tai vi tri k£ va 1a tién t6 ctaa s. Do d6,
z[k] = p cho biét réng s[0...p — 1] bang s[k ... k + p — 1]. Nhiéu bai toan xit ly
chudi c6 thé dudc giai hiéu qua biing mang Z.

Vi du, mang Z cia ACBACDACBACBACDA nhu sau:
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
AICIB/A|C|D|/A|C/B/IA|C|B|A|C|DJA

-10/0(2{0/0|5|{0|0|7/0]0]|2]|0]0|1

Trong trudng hgp nay, chng han, z[6] = 5, vi chudi con ACBAC d6 dai 5
12 mét tién t6 ctia s, nhung chudi con ACBACB do6 dai 6 khéng phai la tién
t0 chia s.

Mo ta thuat toan

Tiép theo ta mo6 t4 mot thuat toan, goi 12 thuat toan Z (Z-algorithm XAy
dung mang Z hiéu qua trong thai gian O(n). Thuat toan tinh céc gia tri cha
mang Z tu trai sang phai, vita dung thong tin da luu trong mang Z, via so
sanh chudi con ting ky tu mot.

Dé tinh céc gia tri mang Z hiéu qua, thuat toan duy tri mot doan [z, y] sao
cho s[z...y] 1a tién t6 clia s va y 16n nhat c6 thé. Vi ta biét ring s[0...y — 7]
va s[r...y] bing nhau, ta c6 thé dung thong tin nay khi tinh céc gia tri Z
chocacvitriz+1,2+2,....v.

O méi vi tri k, trudc tién ta kiém tra gid tri z[k — 2]. Néu k + z[k — z] < v,
ta biét réng z[k] = z[k — z]. Tuy nhién, néu k + z[k — 2] >y, s[0...y — k] béng
s[k...y], va dé x4c dinh gi4 tri cta z[k] ta cAn so sanh céc chudi con ting ky
tu mot. Du vay, thuat toan van chay trong thaoi gian O(n), vi ta bit dau so
sanhtaicacvitriy —k+1vay+ 1.

Vi du, hay xay dung mang Z sau:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

AIC/B/IAIC/D/A|[C/I B/ A|IC|B|/A|C|D|A
—? |7 ?7)?

Sau khi tinh gié tri z[6] = 5, doan [z, y| hién tai la [6, 10]:
)

0 1 2 3 4 5 7 9 10 11 12 13 14 15

L A
6 8
A/IC/ B/ AIC/D/A|ICI B/ A|/C|B|/A|C|D|A
—1010[2[0[0 B |?2|?2|2[?2[?2]?2]?2]?2]7?

2Thuat toan Z dudc trinh bay trong [32] nhu phuong phap don gian nhat da biét cho
khép mau tuyén tinh, va ¥ tudng gbc dude quy cho [50].
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Bay gid ta c6 thé tinh cac gia tri mang Z tiép theo mot cach hiéu qua, vi
ta biét réng s[0...4] va s[6...10] béng nhau. Trudc hét, vi z[1] = z[2] = 0, ta

biét ngay réng z[7] = z[8] = 0:

x X Y
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
AICI BI[AIC D/AJ\IC/ BIA|IC/|IB/A|C|D|A
—101012/0(0|5[0[0(?2[?2]|?2[?2]?2]?]7?

Tiép theo, vi z[3] = 2, ta biét rdng z[9] > 2:

x X Yy
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
A|C/IB|/A|ICID/A|C/B/A|C/B/A/C|D A
—10]0|2]0/0|5 /0|0 2?2 |?2]|?2|?2]|?]|7?

e

Tuy nhién, ta khong c¢6 thong tin vé chudi sau vi tri 10, nén can so sanh

cac chudi con ting ky tu mot:

T X )
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
A{C/IB/A[C/D|A B/AIC|B/A|C|D A
—10]0[2[0[0 5|00 [2(?2[?2]?2]|2]?]?

Hoéa ra z[9] = 7, nén doan [z, y| méi 1a [9, 15]:
x X Y
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
A/IC/IB/[A|[IC/I D/A|C|B/A|C/B|A|C|D|A
—10/0[2]0[{0 5|00 |7 (?2[?2]|?2]|2]?2]2?

Sau d6, moi gia tri mang Z con lai c6 thé dudc x4c dinh bing thong tin

da luu trong mang Z:

x X Y
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
AIC/ BIA|[C/I D A|IC/IB/AIC|B/A|/C|D|A
-10/0/2/0/0/5/0(0|7|0(0|2]|0]0]|1
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Dung mang Z

Viéc chon dung bam chudi hay thuat toan Z thudng 14 van dé sé thich. Khac
véi bam, thuéat toan Z ludon dung va khéng c6 rii ro va cham. Mat khac,
thuat toan Z kho cai dat hon va mot s6 bai toan chi c6 thé dudc giai bing
bam.

Lam vi du, xét lai bai toan khép mau, trong dé nhiém vu ctia ta la tim
cac vi tri xuat hién ctia mot mau p trong mot chudi s. Ta da giai bai toan
nay hiéu qua bing bam chudi, nhung thuat todn Z cung cip mot cach khac
dé giai bai toan.

Mot y tuéng thuong dung trong x1 ly chudi la xay dung mot chudi gom
nhiéu chudi dude ngan cich béi cdc ky tu dic biét. Trong bai toan nay, ta c6
thé xay dung chudi p#s, trong dé p va s dudc ngan cach bsi mot ky tu dac
biét # khong xuat hién trong cac chudi. Mang Z ctia p#s cho ta biét céc vi
tri ma p xuat hién trong s, vi cdc vi tri d6 chita do dai caa p.

Vi du, néu s =HATTIVATTI va p =ATT, mang Z nhu sau:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
AT T # HHAT T I|VIA|T|T|I
-10{0(0[{0|3]0|0|0|0|3]0]|0]O0

Céc vi tri 5 va 10 chia gi4 tri 3, nghia 14 mau ATT xuét hién tai cac vi
tri tuong ing trong HATTIVATTI.

Do phtc tap thoi gian ctia thuat toan thu dudc 1a tuyén tinh, vi chi can
xay dung mang Z va duyét qua cac gia tri ctia no.

Cai dit

Duéi day 1a mot cai dit ngin ciia thuat toan Z tra vé mot vector tuong tng
v6i mang Z.

vector<int> z(string s) {
int n = s.size ();
vector<int> z(n);
int x =0,y =0;
for (int i =1;1 <n;it++) {

z[i] = max(0,min(z[i-x],y-i+1));
while (i+z[i] < n && s[z[i]] == s[i+z[i]]) {
x =1i; y = itz[i]; z[i]++;
}
}
return z;
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Chuong 27

Thuat toan can bac hai

Mot thuat toan can bac hai la mot thuat toan cé6 can bac hai trong do phiic
tap thoi gian. Can bac hai c6 thé dudc xem nhu “logarit ctia ngudi ngheo”: do
phic tap O(y/n) tot hon O(n) nhung kém hon O(logn). Du vay, nhiéu thuat
toan cén bac hai rat nhanh va dung t6t trong thuc té.

Vi du, xét bai toan xay dung mot cau tric dit liéu hd tro hai thao tac
trén mot mang: thay déi mot phan ti & vi tri cho trudée va tinh téng cac
phan t trong mot doan cho trude. Trudc day ta da giai bai toan nay bing
cay Fenwick va cay phan doan, von hd tro ca hai thao tac trong thdi gian
O(logn). Tuy nhién, bay gid ta sé giai bai toan theo mot cach khac bing cau
tric cin bac hai, cho phép thay d6i phan tit trong thoi gian O(1) va tinh
téng trong thoi gian O(/n).

Y tudng la chia mang thanh céc kAdi ¢6 kich thudc \/n sao cho mdi khéi
luu téng cac phan ti bén trong khéi d6. Vi du, mét mang 16 phan ti sé dudc
chia thanh cac khéi 4 phan t nhu sau:

21 17 20 13
5/8/6|3(2|7|2]6|7|1|7|/5|6|2|3]2

Trong ciu tric nay, viéc thay déi phan ti cia mang rat dé, vi sau mdi
1an thay déi ta chi cAn cap nhat tdng cta ding mot khéi, didu nay thuc hién
dugc trong thoi gian O(1). Vi du, hinh sau cho thay gia tri cia mot phan ti
va téng ctia khéi tuong ng thay déi nhu thé nao:

21 15 20 13
5(8/6|3[2|56|2|6|7|1|7]5/6|2|3|2

Sau d6, dé tinh téng cac phan ti trong mot doan, ta chia doan dé thanh
ba phan sao cho téng can tim gdm gi4 tri ctia mot vai phan ti riéng 1& va
tdng ctia cac khéi ndm gitia ching:

21

15

20

13

8

6

5

2

1

7

2

3
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Vi s6 phan tt riéng 18 1a O(y/n) va s6 khéi ciing 1a O(y/n), truy van tdng
mat thai gian O(y/n). Muc dich cta kich thude khéi v/n 14 cdn bang hai yéu
t6: mang dudc chia thanh \/n khéi, vA mdi khéi chia /n phan ti.

Trong thuc té, khong nhat thiét phai dung chinh x4c gia tri y/n lam
tham s6; thay vao d6 ta c6 thé dung cac tham s6 k va n/k, trong d6 k khéc
/1. Tham s6 t6i uu phu thudc vao bai toan va dit liéu vao. Vi du, néu mét
thuat toan thudng xuyén di qua cac khéi nhung hiém khi xét tiing phan ti
bén trong khdi, ta c6 thé nén chia mang thanh k < \/n khéi, mdi khéi chita
n/k > /n phan t.

27.1 Két hop thuat toan

Trong phan nay ta thao luan hai thuat toan cin bac hai dua trén viéc két
hgp hai thuat toan thanh mot thuat toan. Trong ca hai truong hdp, ta cé
thé dung riéng tiing thuat toan va giai bai toan trong thoi gian O(n?). Tuy
nhién, bing cach két hgp cdc thuat toan, thoi gian chay chi con O(n\/n).

Xir ly theo trudng hgp

Gia st ta dudc cho mot ludi hai chidu gom n 6. Méi 6 dudc gan mot chit cai,
va nhiém vu 12 tim hai 6 c6 cung chit cai v6i khoang cach nhé nhéat, trong
d6 khoang céach gitta hai 6 (z1,41) va (22, y2) 1& |x1 — 22| + |y1 — y2|. Vi du, xét
luéi sau:

> m| Q>
Q|Oi=HH
W > Q|
O = |="|»

Trong trudng hop nay, khoang cach nhé nhat 1a 2 gitta hai chit cai 'E’.

Ta c6 thé giai bai toan bang cach xét riéng ting chit cai. Véi cach tiép
can nay, bai todn méi 1a tinh khoang cach nhé nhat gitta hai 6 ¢c6 mot chit
cai cé dinh c. Ta tap trung vao hai thuat toan cho viéc nay:

Thuadt toan 1: Duyét qua moi cap 6 c6 chit cai ¢, va tinh khoang cach nho
nhat gitta cac 6 nhu vay. Viéc nay mat thai gian O(k?), trong d6 & 1a s6 6 ¢6
chii céi c.

Thudt toan 2: Thuc hién tim kiém theo chiéu rong bit dau dong thai tu
moi 6 c¢6 chit cai c. Khodng cach nhd nhét gitta hai 6 c6 chit cai c sé dude tinh
trong thoi gian O(n).

Mot cach giai bai toan la chon mot trong hai thuat toan va dung né cho
moi chit c4i. Néu dung Thuat toan 1, thoi gian chay 1a O(n?), vi tit ca 6 c6
thé chita ciing moét chit cai, va khi d6 & = n. Néu dung Thuat toan 2, thoi
gian chay cting 1a O(n?), vi tat ca 6 c6 thé c6 cac chit cai khac nhau, va khi
dé6 can n 1an tim kiém.
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Tuy nhién, ta c6 thé két hop hai thuat toan va dung cac thuit toan khac
nhau cho c4c chit c4i khac nhau tuy theo s6 1an mbi chit cai xuat hién trong
ludi. Gia st mot chit cai c xuat hién k 1an. Néu k < /n, ta dung Thuat toan
1, con néu k > /n, ta dung Thuat toan 2. Khi lam nhu vy, téng thoi gian
chay ctia thuat toan chi la O(n\/n).

Trude hét, gia st ta dung Thuat toan 1 cho mét chit céi c. Vi ¢ xuét hién
nhiéu nhat \/n 1an trong luéi, ta so sanh mdi 6 ¢6 chit cdi c véi cac 6 khéc
O(y/n) 1an. Do d6, thoi gian dung dé xit Iy tat ca cac 6 nhu vay 1a O(ny/n).
Tiép theo, gia st ta dung Thuat toan 2 cho mot chit c4i c. C6 nhidu nhat /n
chit cai nhu vay, nén xt Iy céc chit cai d6 cling méat thsi gian O(ny/n).

X ly theo 16

Bai toan tiép theo ciing lién quan dén mot ludi hai chiéu gém n 6. Ban dau,
moi 6 trit mot 6 déu mau trdng. Ta thuc hién n — 1 thao tac, méi thao téac
trude hét tinh khoang cach nhé nhéat tit mot 6 tring cho trudc dén mot 6 den,
roi to 6 trang d6 thanh mau den.

Vi du, xét thao tac sau:

Trudc hét, ta tinh khoang cich nhé nhét tit 6 tring dudc danh dau * dén
mot 6 den. Khoang cach nhé nhat 1a 2, vi ta c6 thé di hai budc sang trai dé
dén mot 6 den. Sau d6, ta to6 6 trdng d6 thanh mau den:

Xét hai thuat toan sau:

Thudt todn 1: Dung tim kiém theo chidu rong dé tinh cho mdi 6 tring
khoang cach dén 6 den gan nhat. Viéc nay mat thsi gian O(n), va sau khi
tim kiém, ta c6 thé tim khoang cach nhd nhat tit bat ky 6 tring nao dén mot
0 den trong thoi gian O(1).

Thudt toan 2: Duy tri mot danh sach cac 6 da dudc t6 den, duyét qua
danh sach nay é mdi thao tac roéi thém mot 6 méi vao danh sach. Mot thao
tac mat thai gian O(k), trong d6 k 1a d6 dai danh séch.

Ta két hop cac thuat toan trén bing cach chia céc thao tac thanh O(y/n)
16, mbi 16 gdm O(y/n) thao tac. O ddu mai 16, ta thuc hién Thuit toan 1. Sau
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dé, ta dung Thuat toan 2 dé xit 1y cac thao tac trong 16. Ta x6a danh sach
ctia Thuat toan 2 gitta céc 16. O méi thao téc, khoang cdch nhd nhéat dén mot
0 den la khoang cach do Thuat toan 1 tinh dudc hoac khoang cach do Thuat
toan 2 tinh dudc.

Thuét toan thu duge chay trong thai gian O(n/n). Thit nhat, Thuat toan
1 duge thuc hién O(y/n) 1an, va mdi 1an tim kiém chay trong thoi gian O(n).
Thi hai, khi dung Thuét toan 2 trong mét 16, danh sach chia O(y/n) 6 (vi ta
x6a danh sach gitia cac 16) va mdi thao tac mat thoi gian O(/n).

27.2 Phan hoach s6 nguyén

Mot s6 thuat toan cin bac hai dua trén quan sat sau: néu mot sé6 nguyén
duong n dudc biéu dién thanh téng ciia cac s6 nguyén duong, tdng d6 luon
chiia nhidu nhat O(y/n) s6 phan biét. Ly do 1a dé xay dung mot téng chia
s6 luong s6 phan biét 16n nhat, ta nén chon cac s6 nhdé. Néu chon cac sb
1,2,...,k, téng thu dudc 1a

k(k+1)

—
Do d6, s6 lugng s6 phan biét téi da 1a k = O(y/n). Tiép theo ta s& thao luan
hai bai toan c6 thé dugc giai hiéu qua bing quan sat nay.

Balo (Knapsack)

Gia sit ta dude cho mot danh sach céc trong ludng nguyén c6 téng 1a n. Nhiém
vu 12 tim tat ca céc tdng c6 thé tao dudc bing mot tap con cha céc trong
lugng. Vi du, néu cac trong luong 1a {1, 3, 3}, cdc tong c6 thé c6 la:

e ( (tap rong)

e ]

e 3

e 1+3=4
*3+3=6

* 1+34+3=7

Dung céch tiép can balo chuan (xem Chuong 7.4), bai toan cé6 thé dudc
giai nhu sau: ta dinh nghia mot ham possible(z, k) ¢6 gid tri 1 néu tong x c6
thé dudc tao bing k trong luong dau tién, va bing 0 trong trudng hdp ngude
lai. Vi téng cac trong luong 14 n, c6 nhidu nhat n trong ludng va tat ca gia
tri cia ham c6 thé dudc tinh trong thdi gian O(n?) biing quy hoach dong.

Tuy nhién, ta c6 thé 1am thuat toan hiéu qua hon bing cach dung su
that ring c6 nhidu nhat O(\/n) trong ludng phan biét. Do d6, ta cé thé xit Iy
cac trong luong theo titng nhém gdm céc trong ludng giéng nhau. Ta c6 thé
xtt Iy mdi nhém trong thoi gian O(n), tit d6 c6 thuat toan thai gian O(n/n).

Y tudng 1a dung mét mang ghi lai cac téng trong luong cé thé tao dudc
béng cdc nhém da xt ly cho dén hién tai. Mang chita n phan ti: phan ti &
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bang 1 néu tdng k c6 thé tao dudc va bing 0 néu khong. Pé xit Iy mot nhém
trong luong, ta quét mang ti trai sang phai va ghi lai cac téng trong luong
méi c6 thé tao dude biing nhém nay va cdc nhém truée dé.

Xay dung xau
Cho mdot xau s do dai n va mot tap cac xau D cé téng d6 dai 1a m, xét bai

toan dém s6 cach tao s bing cach ndi cac xau trong D. Vi du, néu s = ABAB
va D = {A, B, AB}, c6 4 cach:

A+B+A+B
AB+A+B
A+B+AB
AB + AB

Ta c6 thé giai bai toan biing quy hoach dong: Goi count(k) 1a s6 cach xay
dung tién t6 s[0. . . k] bdng cac xau trong D. Khi d6 count(n — 1) cho d4p an
ciia bai toan, va ta c6 thé giai bai toan trong thoi gian O(n?) biing mot cau
truc trie.

Tuy nhién, ta cé thé giai bai toan hiéu qua hon bang cach ding bidm xau
va su that riing c¢6 nhiéu nhat O(y/m) do dai xAu phan biét trong D. Trudc
hét, ta xay dung mot tap H chiia tat ca gia tri bam cta céc xau trong D. Sau
d6, khi tinh mot gia tri count(k), ta duyét qua tat ca gia tri p sao cho c6 mot
xau do dai p trong D, tinh gia tri bidm cta s[k — p + 1...k] va kiém tra né c6
thuoc H hay khong. Vi ¢6 nhiéu nhat O(y/m) d6 dai xau phan biét, ta thu
dudc mot thuat toan cé thoi gian chay O(n/m).

27.3 Thuat toan Mo

Thuat toan Mo (Mo’s algorithm c6 thé dude dung trong nhidu bai toan
can xit ly truy van doan trén moét mang tinh, tic la céc gia tri cia mang
khéng thay ddi gitta cac truy van. Trong mdi truy van, ta dudc cho mét doan
[a, b], va can tinh mét gid tri dua trén cac phan ti ctia mang gitta vi tri a va
b. Vi mang 1a tinh, cac truy van cé thé ducc xit ly theo bat ky thiu tu nao, va
thuat toan Mo x1 ly cac truy van theo mot thi tu dic biét bao dam thuat
toan chay hiéu qua.

Thuat toan Mo duy tri mot doan dang hoat déng cia mang, va tai moi
thoi diém ta biét dap 4n cho truy van tuong tng véi doan dang hoat dong.
Thuat toan xu ly ting truy vAn mot, va luén di chuyén hai dau mut cia
doan dang hoat dong bing cach thém va x6a phan ti. Do phic tap thoi gian
cta thuat toan 1a O(ny/nf(n)), trong d6 mang c6 n phan ti, ¢6 n truy van
va mdi 1an thém ho#c x6a mot phan t&t mat thoi gian O(f(n)).

ITheo [12], thuat toan nay dudc dat theo tén Mo Tao, mét lap trinh vién thi ddu ngusi
Trung Qudc, nhung k§ thuat nay da xuat hién sém hon trong tai liéu [44].
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Mau chét trong thuat toan Mo 14 thi tu x 1y c4c truy van: Mang dudc
chia thanh cac khéi gom k& = O(y/n) phan t, va mét truy van [a,, b;] dudc
xtt ly trude mot truy van [ay, by] néu mét trong hai diéu kién sau dung:

o |a1/k| < |az/k] or
o lai/k] = |as/k] va by < by.

Do d6, tat ca truy van c6 dau mut trai ndm trong cung mot khéi dude
xtt 1y lién tiép, sdp xép theo ddu mut phai ciia ching. Vé6i thi tu nay, thuat
toan chi thuc hién O(n+/n) thao téc, vi ddu miit trai di chuyén O(n) 1an, mé&i
1an O(/n) buéc, con ddu miut phai di chuyén O(y/n) 1an, méi 1an O(n) budc.
Do d6, ca hai ddu mut di chuyén tong cong O(n+/n) buéc trong thuat toan.

Vi du

Vi du, xét mot bai toan trong d6 ta dude cho mot tap truy van, mdi truy van
tuong ing véi mot doan trong mang, va nhiém vu 1a tinh cho méi truy van
s6 phan ti phan biét trong doan.

Trong thuat toan Mo, cac truy van luén dudc sip xép theo cing mét cach,
nhung cach duy tri dap an phu thudc vao tiung bai toan. Trong bai toan nay,
ta c6 thé duy tri mot mang count, trong d6 count[z] cho biét s6 1an phan tit «
xuat hién trong doan dang hoat dong.

Khi chuyén tit mot truy van sang truy van khac, doan dang hoat dong
thay ddi. Vi du, néu doan hién tai la

4125|4124 3|3 |4

va doan tiép theo 1a

412151424 |3 3|4

sé& c6 ba budc: ddu mut trai di chuyén mot bude sang phai, va dau mut phai
di chuyén hai buéc sang phai.

Sau mdi budc, mang count can dudc cap nhat. Sau khi thém mot phan
tl x, ta ting gid tri cia count[z] thém 1, va néu sau d6 count[z] = 1, ta ciling
tidng d4p 4n cta truy van thém 1. Tuong tu, sau khi x6a mot phan ti z, ta
gidm gi4 tri cia count[r] di 1, va néu sau d6 count[r] = 0, ta ciing giam dap
4n cua truy van di 1.

Trong bai to4an nay, thdi gian can dé thuc hién mdi buée 1a O(1), nén téng
do6 phtc tap thoi gian cta thuat toan la O(n+/n).

266



Chuong 28

Cay phan doan nang cao
(Segment Trees Revisited)

Cay phan doan 12 mét ciu tric dit liéu linh hoat c¢6 thé dude dung dé giai
rat nhiéu bai toan thuat toan. Tuy nhién, van con nhiéu cht dé lién quan
dén cay phan doan ma ta chua dé cap. Bay gio 1a lic thao luan mot sé bién
thé nang cao hon cta cay phan doan.

Cho dén nay, ta da cai dit cac thao tac cia cay phan doan bing cach di
tiz dudi lén trong cay. Vi du, ta da tinh tdng doan nhu sau (Chuong 9.3):

int sum(int a, int b) {
a+=mn;b+=n;
int s = 0;
while (a <=b) {
it (a%2 == 1) s += treela++];
if (b%2 == 0) s += tree[b--|;
a/=2;b /=2
}
return s;
}

Tuy nhién, trong cic cay phan doan nang cao hon, thuong can cai d:t
cac thao tac theo mot cach khéc, tur trén xudng. Véi cach tiép can nay, ham
tré thanh nhu sau:

int sum(int a, int b, int k, int x, int y) {
if (b<x |l a>y)return 0;
if (a <=x&& y <= b) return tree[k];
int d = (x+y)/2;
return sum(a,b,2*k,x,d) + sum(a,b,2*¥k+1,d+1,y);

}

Bay gid ta c6 thé tinh bat ky gia tri ndo ctia sum,(a, b) (tdng céc gi4 tri
ciua mang trong doan [a, b)) nhu sau:

int s = sum(a, b, 1, 0, n-1);
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Tham s6 k cho biét vi tri hién tai trong tree. Ban dau % bang 1, vi ta bt
dau tai gbc caa cay. Poan [z, 3] tuong ing véi k va ban dau 1a [0,n — 1]. Khi
tinh téng, néu [z, y] ndm ngoai [a, b], téng 1a 0, v néu [z, y] ndm hoan toan
trong [a, b], tong c6 thé dudc 14y tit tree. Néu [z, y] chi nim mot phan trong
[a,b], viéc tim kiém tiép tuc dé quy xudng niia trai va nlia phai cia [z, y].
Nura tréi la [z, d] va ntta phaila [d + 1,y], trong d6 d = | =52 |.

Hinh sau cho thay qua4 trinh tim kiém khi tinh gia tri sum,(a, b). Cac nuit
mau xam biéu thi nhitng nit noi dé quy ding lai va téng c6 thé dugc 1ay ti
tree.

Trong cai dit nay, cac thao tac cling mat thai gian O(logn), vi tong sb
nut duge tham 1a4 O(logn).

28.1 Lan truyén ludsi (Lazy propagation)

Bing lan truyén ludi, ta c6 thé xay dung mot cay phan doan hd tro cd cap
nhat doan va truy van doan trong thoi gian O(logn). Y tuéng 1a thuc hién
cap nhat va truy van tu trén xudng, dong thdi thuc hién cap nhat mot cach
luwoi, sao cho ching chi dugc lan truyén xuéng cay khi that su can thiét.

Trong mot cay phan doan ludi, cac nit chia hai loai thong tin. Giéng
nhu trong cay phan doan théng thudng, mdi nit chia téng hosic mot gia tri
khac lién quan dén mang con tuong ing. Ngoai ra, nit c6 thé chia thong tin
lién quan dén cac cap nhat lusi chua dudce lan truyén xudng céc con ciia né.

C6 hai loai cap nhat doan: méi gia tri trong doan hoic dugc tdng thém
mot gia tri nao d6 hodc dude gén bing mot gia tri nao d6. Ca hai thao tac
déu c6 thé dudc cai dit bing nhiing ¥ tudng tuong tu, va tham chi c6 thé
x4y dung mot cay ho trg ca hai thao tac cung luc.
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Cay phan doan luoi

Xét mot vi du trong dé muc tiéu ctaa ta 1a xay dung mot cay phan doan hd
trg hai thao tac: ting méi gia tri trong [a, b] thém mét hiing s6 va tinh téng
cac gia tri trong [a, b].

Ta s& xay dung mot cay trong d6 mdi nit c6 hai gia tri s/z: s biéu thi
téng cac gia tri trong doan, va z biéu thi gi4 tri cia mot cap nhat ludi, tic 1a
moi gi4 tri trong doan can dudc ting thém z. Trong ciy sau, z = 0 é moi nit,
nén khong cé cap nhat lusi nao dang cho.

5(8/6|3 27|26 |7|1|7]5/6|2|3|2

Khi c4c phan ti trong [a, b] dude tang thém v, ta di tir gbc vé phia 14 va
stta cac nut ctia cdy nhu sau: Néu doan [z, y] ctia mot nit ndm hoan toan
trong [a, b], ta ting gia tri z cia nut thém v roéi ding. Néu [z, y] chi thudc mot
phan vao [a, b], ta ting gi4 tri s cia nat thém hu, trong d6 h 1a kich thude
giao cda [a,b] va [z, y], rdi tiép tuc di dé quy trong cay.

Vi du, hinh sau cho thiy cdy sau khi ting c4c phan ti trong [a, b] thém 2:

Ta ciing tinh téng c4c phan ti trong mot doan [a, b] bing cach di trong
cay tir trén xudng. Néu doan [z, 3] clia mot nit ndm hoan toan trong [a, b], ta
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cOng gia tri s cia nit vao tdng. Ngudc lai, ta tiép tuc tim kiém dé quy xubéng
dudi trong cay.

Ca trong cap nhat 1an truy van, gia tri ciia mot cap nhat lusi luén dude
lan truyén dén céc con cia nut trude khi xit Iy nut d6. Y tudng la cac cap
nhat chi dugc lan truyén xudng dudi khi can thiét, diéu nay bao dam cac
thao tac luén hiéu qua.

Hinh sau cho thay cay thay ddi nhu thé nao khi ta tinh gia tri sum,(a, b).
Hinh chit nhat chi cac nit c6 gia tri thay déi, vi mot cap nhat lusi dugc lan
truyén xudng dudi.

Luu y réng déi khi can két hop cdc cap nhat ludsi. Diéu nay xay ra khi
mot nit da cé cap nhat lusi lai dudc gan thém maot cap nhat lusi khac. Khi
tinh tdng, viéc két hop cac cap nhat lusi rat dé, vi su két hop cta hai cap
nhat z; va z, tuong tng véi cap nhat z; + 2.

Cap nhat da thirc

Cap nhat ludi c6 thé dude téng quat héa dé c6 thé cap nhat cac doan bing
da thic c6 dang
p(u) = tpuf + t_ - 1.

Trong truong hgp nay, cap nhat cho gia tri tai vi tri ¢ trong [a, b] la p(i — a).
Vi du, cong da thic p(u) = u + 1 vao [a, b] nghia la gia tri tai vi tri a tang
thém 1, gia tri tai vi tri o + 1 téing thém 2, va ci tiép tuc nhu vay.

Dé hd tro cap nhat da thic, mdi nut dudc gan k + 2 gia tri, trong dé &
bang bac ciia da thiic. Gia tri s 12 tdng c4c phan ti trong doan, va cdc gia tri
20,21, - .., 2 12 cac hé s6 clia mot da thic tuong ng véi cap nhat ludi.

Bay gio, téng cac gia tri trong moét doan [z,y] bing

Yy—x

k k—1
S—l—g ZEU” + Zp—1U + -+ 2.
u=0
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Gia tri cia mot tdng nhu vay cé thé dudc tinh hiéu qua bing cac cong
thic tinh tong. Vi du, hang tit z, tuong dng véi tong (y — = + 1)z, va hang
tl z;u tuong Ung véi téng

(y-o)y—o+1)

2104+1+--+y—x)=2 5

Khi lan truyén mot cAp nhat trong cay, céc chi s6 cta p(u) thay ddi, vi
trong méi doan [z, y], cdc gia tri duge tinh cho u =0, 1,...,y — z. Tuy nhién,
day khong phai van de, vi p'(u) = p(u + h) 1a mot da thie cung bac véi p(u).
Vi du, néu p(u) = t,u? + tu — to, thi

p'(u) = tg(u —I— h)2 + tl(u —I— h) — to = tQ’LLQ + (thg —f- tl)u + t2h2 + tlh — to.

28.2 Cay dong

Cay phan doan thong thuong 14 tinh, nghia 14 mdi ntit c6 mot vi tri ¢6 dinh
trong mang va cay can mot luong bo nhé cé dinh. Trong mét cAy phan doan
dong, bo nhé chi dudc cap phat cho céac niut that su dude truy cap trong
thuat toan, nhd dé c6 thé tiét kiém rat nhidu bd nhé.

Céc nit ciia mot cay dong c6 thé dudc biéu dién bing struct:

struct node {
int value;
int x, y;
node *left, *right;
node(int v, int x, int y) : value(v), x(x), y(y) {}

b

O day value 1 gi4 tri caa nut, [x,y] 1a doan tuong tng, va left cung right trd
dén cay con trai va cay con phai.
Sau d6, cac nut c6 thé dude tao nhu sau:

// create new node

node *x = new node(0, 0, 15);
// change value

x->value = 5;

Cay phan doan thua

Cay phan doan dong hitu ich khi mang nén 14 thua, tic 14 doan chi sé dude
phép [0,n — 1] rat 16n, nhung phan 16n gia tri cia mang bing khong. Trong
khi cay phan doan thong thuong dung O(n) bo nhd, cay phan doan dong chi
dung O(klogn) bd nhd, trong d6 k 1a s6 thao tdc da thuc hién.

Mot cay phan doan thua ban dau chi ¢c6 mot nut [0,n — 1] ¢6 gia tri
béng khong, nghia 14 moi gi4 tri cia mang déu bing khong. Sau céc cap
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nhat, cidc nit méi dude thém dong vao cay. Vi du, néu n = 16 va céc phan ti
6 vi tri 3 va 10 da dudc stia doi, cay chia céc nit sau:

Bat ky duong di nao tit nit gée dén mot 14 déu chiia O(logn) nit, nén
mdbi thao tdc thém nhiéu nhat O(logn) nut méi vao cay. Do d6, sau k thao
tac, cay chita nhiéu nhat O(klogn) nut.

Luu ¥y réing néu ta biét tit ca phan ti sé dude cap nhat ngay tir dau thuat
toan, thi khéng cin cay phan doan déng, vi ta cé thé dung cay phan doan
thong thudng véi nén chi s6 (Chuong 9.4). Tuy nhién, didu nay khong thé
lam dugc khi cac chi s dudc sinh ra trong qua trinh chay thuat toan.

Cay phan doan bén vitng

Bing mot cai dat dong, ta ciing c6 thé tao mot cAy phan doan bén viing
(persistent segment tree) luu lich si thay déi ciia cay. Trong cai dit nhu
vay, ta c6 thé truy cap hiéu qua moi phién ban ctia cay da ting ton tai trong
thuat toan.

Khi lich st thay ddi c6 sin, ta c6 thé thuc hién truy van trén bat ky cay
truéc d6 nao gidng nhu trén cay phan doan thong thusng, vi toan bo cau
tric cia mdi cay déu dude luu. Ta ciing cé thé tao cay méi dua trén céc cay
truée dé va sita ddi chung doc lap.

Xét day cap nhat sau, trong dé cac nit dé thay ddi va cac nit khéc gitt
nguyén:

step 1 step 2 step 3
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Sau méi cap nhat, phan 16n céc nut cta cay git nguyén, nén mot cach hiéu
qua dé luu lich st thay ddi 14 biéu dién mbi cay trong lich s nhu su két hop
clla cac nut mdéi va cac cay con ctia nhiing cay trudc d6. Trong vi du nay, lich
stt thay ddi c6 thé dudc luu nhu sau:

step 1 step 2 step 3

Cau tric ctia mdi cay trude dé cé thé dusc khoi phuc bing cach 1an theo
céc con trd bat dau tir nat gée tuong ing. Vi mdi thao tac chi thém O(logn)
nit méi vao cay, ta c6 thé luu toan bo lich sit thay déi ciia cay.

28.3 Cau truc dit liéu

Thay vi c4c gia tri don 18, cac nit trong ciy phan doan ciing c6 thé chia cdu
tric dit liéu duy tri thong tin vé cac doan tuong ting. Trong mot cay nhu vy,
cac thao tdc mat thoi gian O(f(n)logn), trong d6 f(n) 14 thoi gian can dé xu
ly moét nit don trong mot thao tac.

Vi du, xét mot cay phan doan hd tro cac truy van dang “phan ti « xuat
hién bao nhiéu 1an trong doan [a, b]?” Vi du, phan ti 1 xuét hién ba 1an trong
doan sau:

3(112|3[1|1|1]2

DPé hd trg cac truy van nhu vay, ta xay dung mot cay phan doan trong dé
mdi nut dude gan mét cau tric dit lidu cé thé tra 18i mot phan ti bat ky
xuat hién bao nhiéu lan trong doan tuong ting. Dung cay nay, dap an cho
mot truy van c6 thé dude tinh biing cach két hop két qua tir cac nit thude
doan do.

Vi du, cay phan doan sau tuong ing véi mang trén:

1 2 3
i 2 2
1 2 3 1 2
1 1 2 3 1
1 3 2 3 1 1 2
T 1 T 1 2 T 1
TR AR VAN TR
00 O 2 - U O O O 0 I 28
1 1 1 1 1 1 1 1
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Ta c6 thé xay dung cay sao cho mdi nit chiia mot ciu tric map. Trong
trudng hop nay, thoi gian can dé xi Iy mdi nit 1a O(logn), nén téng do phic
tap thoi gian ctia mét truy van la O(log” n). Cay diing O(nlogn) bo nhé, vi
¢6 O(logn) muc va mdi mic chida O(n) phan ti.

28.4 Hai chiéu

Mot cay phan doan hai chiéu hd trg cac truy van lién quan dén cdc mang
con hinh chit nhat cia mét mang hai chidu. Mot cay nhu vay cé thé dudc cai
dat duéi dang cac cay phan doan 16ng nhau: mot cay 16n tuong ing véi céc
hang cia mang, va mdi nut chita mot cay nhé tuong ing véi mot cot.

Vi du, trong mang

oo | |oo| =3
g|lo|la|lo
w|a|o|
o R[N

téng ctia bat ky mang con nao c6 thé dude tinh tit cAy phan doan sau:

@t@
[\ [\

Cac thao téc ctia cAy phan doan hai chidéu mét thoi gian O(log® n), vi cay
16n va mdi cdy nhé déu gom O(logn) mic. Cay can O(n?) bd nhd, vi mdi cay
nho chia O(n) gia tri.
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Chuong 29
Hinh hoc

Trong cac bai toan hinh hoc, thudng khé tim dude mot cach tiép can sao cho
15i giai c6 thé dudce cai dat thuan tién va sb trudng hop dic biét 1a it.

Vi du, xét mot bai toan trong dé ta dudc cho cac dinh cia mot ti giac
(mdt da gidc c6 bon dinh), va nhiém vu 14 tinh dién tich ctia né. Vi du, mot
dit liéu vao c6 thé c6 dang nhu sau:

Mot cach tiép can bai toan la chia ti gidc thanh hai tam gidc bing mét doan
thing noi hai dinh d6i dién:

Sau d6, chi can cong dién tich ctia c4c tam gidc. Dién tich ctia mot tam gidc
c6 thé dudc tinh, chdng han, bing cong thic Heron

Vs(s = a)(s = b)(s —¢),

trong d6 a, b va ¢ la do dai cac canh ctia tam gidcva s = (a + b+ ¢)/2.

Day 14 mot cach c6 thé dung dé giai bai toan, nhung c6 mot diém dé mic
16i: chia tu gidc thanh cac tam giac nhu thé nao? Héa ra doéi khi ta khong
thé chi chon hai dinh déi dién tuy y. Vi du, trong tinh huéng sau, duong
chia n3m bén ngoadi ti giac:
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Tuy nhién, mét cach vé duong khac lai dang:

Véi con ngudi, rd rang dudng nao la lua chon ding, nhung tinh hudng nay
lai khé dbi véi may tinh.

Tuy nhién, héa ra ta c6 thé giai bai toan bing mét phuong phap khac
thuan tién hon cho 1ap trinh vién. Cu thé, c6 mot cong thiic tdng quat

T1Y2 — ToY1 + T2Y3 — T3Y2 + T3Ys — TalYs + TaY1 — T1Y4,
tinh dién tich cia mot tit giac ¢6 cac dinh 1a (x1, v1), (22, ¥2), (23, y3) va (x4, ys).

Cong thic nay dé cai dit, khong c6 trusng hop dic biét, va ta tham chi cé
thé téng quat héa cong thic cho moi da giac.

29.1 S6 phuc

Mot s6 phic 1a mot s6 c6 dang « + yi, trong d6 i = v/—1 1a don vi do. Dién
giai hinh hoc ciia mét s6 phic 14 né biéu dién moét diém hai chiéu (z,y) hodc
mot vecto ti gbc toa do dén diém (z,y).

Vi du, 4 + 2i tuong ng véi diém va vecto sau:

(4,2)

Lép s6 phiic complex ctia C++ rat hitu ich khi giai céc bai toan hinh hoc.
Dung 16p nay, ta c6 thé biéu dién diém va vecto dudi dang s6 phic, va 16p
nay chita cac cong cu hitu ich trong hinh hoc.

Trong doan mé sau, C 1a kiéu ctia mot toa do va P 1a kiéu ctia mét diém
hosc mot vectd. Ngoai ra, doan ma dinh nghia cdc macro X va Y cé thé dung
dé tham chiéu dén toa do x va y.

typedef long long C;
typedef complex<C> P;
#define X real()
#define Y imag|()
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Vi du, doan ma sau dinh nghia mét diém p = (4,2) va in toa do x va y
cuia né:

Pp= {42}
cout << p.X << 77 <<pY << "\n" /)42

Doan ma sau dinh nghia cdc vects v = (3,1) v u = (2,2), rdi tinh tong
§$=v+u.

Pv={31}
Pu= {22}
Ps=v+u;

cout << 8.X << 77 <<s8Y << "\n"; // 53

Trong thuc té, kiéu toa do phu hdp thudng 1a long long (sé nguyén) hoic
long double (s6 thuc). Nén dung sd nguyén bat ci khi nao cé thé, vi cac phép
tinh véi s6 nguyén 1a chinh xac. Néu can dung s thuc, can tinh dén sai s6
chinh x4c khi so sanh cac s6. Mot cach an toan dé kiém tra hai sd thuc o va
b ¢6 biing nhau khéng 14 so sanh ching bing |a — b| < ¢, trong d6 ¢ 12 mot sb
nhé (vidu, e = 1079).

Ham

Trong cac vi du sau, kiéu toa do l1a long double.

Ham abs(v) tinh d6 dai |v| ciia mot vects v = (z,y) bing cong thic
/22 + y2. Ham nay ciing c6 thé dudc dung dé tinh khoang cach gitia cac diém
(x1,y1) V& (22, 12), vi khodng cdch d6 béng d6 dai ctia vecto (zo — 1, y2 — y1).

Poan ma sau tinh khoang céch gita cdc diém (4,2) va (3, —1):

P a= {42},
Pb= {37_1}a
cout << abs(b-a) << "\n”; // 3.16228

Ham arg(v) tinh géc ctia mét vects v = (z,y) so véi truc x. Ham tra vé
goc theo radian, trong d6 r radian bing 180r /7w dd. Géc ctia mot vects huéng
sang phai 12 0, va géc gidm theo chidu kim dong hd, ting ngudc chidu kim
dong ho.

Ham polar(s, a) tao mot vectd c6 do dai s va hudéng theo géc a. Mot vecto
c6 thé dude quay mot géc a bing cach nhan né véi mot vecto c6 do dai 1 va
goc a.

Doan ma sau tinh géc cta vecto (4,2), quay né 1/2 radian ngudgc chiéu
kim dong ho, rdi tinh lai géc:

P v ={4,2};

cout << arg(v) << "\n”; // 0.463648
v *= polar (1.0,0.5);

cout << arg(v) << "\n”; // 0.963648
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29.2 PDiém va duong thing

Tich c6 hudng (cross product) a x b ctia cac vecto a = (x1,y1) vab = (22, y2)
dugc tinh bang cong thic z,ys — 22y:. Tich c6 huéng cho biét lidu b ré trai
(gi4 tri duong), khong ré (bdng khong) hay ré phai (gia tri am) khi né dudc
dat ngay sau a.

Hinh sau minh hoa cac truong hgp trén:

b b
b
a a a

axXb==6 axb=0 axXb=-—8

Vi du, trong trudng hop dau tién a = (4,2) va b = (1,2). Doan ma sau tinh
tich ¢6 huéng bing 16p complex:

P a = {4,2};
Pb={1,2}
C p = (conj(a)*b).Y; // 6

Doan ma trén hoat dong vi ham conj ddi dau toa do y ctia mot vecto, va
khi cédc vecto (z1, —y1) va (z2,%2) dude nhan véi nhau, toa do y ctia két qua 1a
T1Y2 — T2Y1.

Vi tri diém

Tich ¢6 huéng c6 thé dudc dung dé kiém tra mét diém n3m bén trai hay bén
phai ciia mot dudng thing. Gia st dudng thing di qua cac diém s; va s,, ta
nhin tit s; dén s, va diém can xét 1a p.

Vi du, trong hinh sau, p ndm bén trai dudng thing:

Tich c6 huéng (p — s1) x (p — s2) cho ta biét vi tri ctia diém p. Néu tich
¢6 huéng duong, p ndm bén trai, va néu tich c6 huéng am, p ndm bén phai.
Cubi cung, néu tich c6 huéng biing khéng, cac diém s;, s, va p ndm trén ciing
mdot duong thing.
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Giao chia doan thing

Tiép theo ta xét bai toan kiém tra hai doan thdng ab va cd cé cit nhau hay
khong. Cac trudng hgp cé thé la:

Truong hop 1: Cac doan thdng ndm trén cung mét duong thing va chong
l1én nhau. Trong trudng hdp nay, c6 vo sé diém giao. Vi du, trong hinh sau,
moi diém giita ¢ va b déu 1a diém giao:

S

Trong trudng hdp nay, ta c6 thé dung tich c6 huéng dé kiém tra moi diém
c6 ndm trén cung moét dudng thing hay khong. Sau dé, ta c6 thé sip xép cac
diém va kiém tra hai doan thing c6 chdng 1én nhau hay khéng.

Truong hop 2: Cac doan thing c6 mot dinh chung va dé 1a diém giao duy
nhat. Vi du, trong hinh sau, diém giao la b = c:

b=rc

s

Truong hop nay dé kiém tra, vi chi c6 bon kha ning cho diém giao: a = ¢,
a=d,b=cvab=d.

Truong hop 3: Cé ding mot diém giao khong phai 1a dinh cta bat ky
doan thing nao. Trong hinh sau, diém p 14 diém giao:

Trong trudng hop nay, cac doan thing cit nhau khi va chi khi hai diém ¢
va d ndm & hai phia khac nhau ctia dudng thing qua a va b, va cac diém a
va b ndm 6 hai phia kh4c nhau ctia dudng thing qua c va d. Ta cé thé dung
tich c6 huéng dé kiém tra didu nay.
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Khoang cach tir diém dén dudng thang

Mot tinh chat khéc ctia tich c6 huéng 1a dién tich ctia mot tam gidc c6 thé
dudc tinh bing cong thic

(@ —¢) x(b—c)|
5 ,

trong d6 a, b va c 1a c4c dinh ciia tam gidc. Dung su that nay, ta c6 thé suy ra
cong thiic tinh khoang c4dch ngén nhéat gitta mét diém va mot dudng thing.
Vi du, trong hinh sau, d 1a khoang cich ngén nhét gitta diém p va dudng
thdng dudc xéac dinh béi cac diém s; va s,:

Dién tich ctia tam giac c6 cac dinh s, s, va p c¢6 thé dudc tinh theo hai
cach: né vita la 3]s, — s1|d va 3((s1 — p) x (s2 — p)). Do d6, khoang cach ngan
nhat la

(s1 —p) x (s2—p)
|89 — s1] .

d:

Diém bén trong da giac

Bay gid xét bai toan kiém tra moét diém n3m bén trong hay bén ngoai mot
da giac. Vi du, trong hinh sau, diém « ndm bén trong da giac va diém b nam
bén ngoai da giac.

Mot cach thuan tién dé giai bai toan 1a bin mot tia tit diém dé6 theo mot
hudéng tuy y va tinh so6 1an tia cham bién ctia da gidc. Néu so lan 1a 1é, diém
nim bén trong da giac, va néu s6 1an 1a chdn, diém nim bén ngoai da gisc.
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Vi duy, ta c6 thé ban cac tia sau:

i

Céc tia tit  cham bién da gidc 1 va 3 1an, nén ¢ nim bén trong da gisc.
Tuong Ung, cac tia tit b cham bién da giac 0 va 2 1an, nén b ndm bén ngoai
da giac.

29.3 Dién tich da giac

Mot cong thiic téng quat dé tinh dién tich ctia mot da giac, doi khi goi 1a
cong thuc day giay (shoelace formula), 1a nhu sau:

n—1 n—1
1

1
§| Z(pi X pit1)| = §| Z(l'iyi-i-l — Tiv1¥i)l,

=1 =1

O day cac dinh 1a p; = (z1,11), p2 = (T2,42), - - -, Pn = (T, yn) theo thit tu sao
cho p; va p;;1 1a cdc dinh ké nhau trén bién cia da giac, va dinh dau tién
cung dinh cudi cung trung nhau, tic la p; = p,.

Vi du, dién tich cta da giac

(5,5)

(2,
(4,3 7,3)

(4,1)

N

la

(2-5—5-4)+(5-3—7-5)+(7T-1—4-3)+(4-3—4-1)+ (4-4—2-3)|
2

=17/2.

Y tudng ctia cong thic 1a duyét qua cac hinh thang ¢6 mot canh 14 mot
canh ctia da gidc, va mot canh khac ndm trén duong ngang y = 0. Vi du:
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(5,5)

(2,
(4,3 ,3)

(4,1)

Dién tich ciia mo6t hinh thang nhu vay la

Yi + Yit1
(fBz‘+1 - $i)—,
2
trong dé cac dinh ctia da giac 1a p; va p;,1. Néu z;,., > z;, dién tich 1a duong,
vanéu z;,, < ;, dién tich 1a Am.
Dién tich ctia da giac 14 tong dién tich cfia tat ca cac hinh thang nhu vay,
dan dén cong thiic

—

n—1
Yi + Yirr, 1
| Z(%H - %)T| = §| (T3Yir1 — Tip1yi)|-
1

=1 )

n—

Luu y ring ta lay gi4 tri tuyét déi ctia téng, vi gia tri ciia téng c6 thé
duong ho#c am, tuy vao viéc ta di theo chiéu kim dong hd hay ngudc chidu
kim déng ho doc theo bién ciia da gisc.

Dinh ly Pick

Dinh 1y Pick (Pick’s theorem) cung cip mét cach khac dé tinh dién tich
ctia mot da gidc véi diéu kién moi dinh ctia da gidc c6 toa d6 nguyén. Theo
dinh ly Pick, dién tich cta da giac la

a+b/2—1,
trong d6 a 12 s6 diém nguyén bén trong da giac va b 1a s6 diém nguyén trén
bién ctia da giac.
Vi du, dién tich ctaa da giac
(5,5)

(27
(4,3) 7,3)

(4,1)

126+7/2—1=17/2.
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29.4 Ham khoang cach

Mot ham khoang cach dinh nghia khoang céch gitta hai diém. Ham khoang
cach thong dung la khoang cach Euclid (Euclidean distance), trong dé
khoang cach gitta cac diém (x1, ;) va (za,72) 12

\/(352 —x1)? + (y2 —y1)2

M6t ham khoang cach khac 1a khoang cach Manhattan (Manhattan
distance), trong d6 khoang cach gitta cdc diém (21, y,) va (z,,7,) 12

|21 — 22| + |y1 — y2.

Vi du, xét hinh sau:

(2,1) (2,1)

Khoang cach Euclid Khoang cach Manhattan

Khoang cach Euclid gitta hai diém 1a

VE=2EF - 1F = VI0
va khoang cach Manhattan la
5—2|+|2—-1| = 4.

Hinh sau cho thay c4c viing c6 khoang cach khéng qu4 1 tit diém trung tam,
khi dung khoang cach Euclid va Manhattan:

Khoang cach Euclid Khoang cach Manhattan

Xoay toa do

Mot s6 bai toan dé giai hon néu dung khoang cdch Manhattan thay vi khoang
cach Euclid. Vi du, xét mot bai toan trong dé ta dudc cho n diém trén mét
phéng hai chiéu va nhiém vu 12 tinh khoang cdch Manhattan 16n nhat gita
hai diém bat ky.

Vi du, xét tap diém sau:
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B

Khoang cach Manhattan 16n nhat 1a 5 gitta c4c diém B va C:

B

Mot k§ thuat hitu ich lién quan dén khoang cach Manhattan 1a xoay moi
toa do 45 do sao cho mét diém (x,y) tré thanh (z +y,y — z). Vi du, sau khi
xoay céc diém trén, két qua la:

A
('V
B
D
Va khoang cach 16n nhat 1a nhu sau:
A
(—\1
B
D

Xét hai diém p; = (z1,41) va po = (22,%2) ¢6 toa dd sau khi xoay la
P, = (4, vy)) va pl, = (o, v5). Bay git c6 hai cach biéu dién khoang cach
Manhattan gita p; va p.:

|1 — @a| + Y1 — yo| = max(|x’1 - 1'/2|7 |y'1 - y§|)

Vi duy, néu p; = (1,0) va p, = (3,3), toa do sau khi xoay la p| = (1, —1) va
Py = (6,0), va khoang cach Manhattan la

|1 —3|+1]0—3] =max(|1 —6|,| —1—0]) =5.
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Toa dd sau khi xoay cung cap mot cach don gian dé thao tac véi khoang
cach Manhattan, vi ta c6 thé xét riéng toa do x va y. Dé cuc dai héa khoang
cach Manhattan gitta hai diém, ta nén tim hai diém sao cho toa do sau khi
xoay cua chung cuc dai héa gia tri

max(|z] — x5, [y — v5l).

Diéu nay dé 1am, vi hoic hiéu theo phuong ngang hoic hiéu theo phuong
doc ciia céc toa do sau khi xoay phai dat 16n nhat.
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Chuong 30

Thuat toan dudng quét (Sweep
Line Algorithms)

Nhiéu bai toan hinh hoc c¢6 thé dudc giai biing cac thuat toan dudng quét
(sweep line). Y tudng trong cac thuat todn nhu vay la bidu dién mot thé
hién ctia bai toan thanh mot tap su kién tuong ting véi cac diém trén mit
phéng. Cac su kién dudc xt 1y theo thit tu ting dan theo toa d6 x ho#c y.

Vi du, xét bai toan sau: C6 mot cong ty v6i n nhan vién, va véi mdi nhan
vién ta biét thoi diém dén va thoi diém roi di trong moét ngay nhat dinh.
Nhiém vu 1a tinh s6 luong nhan vién 16n nhat cing c6 mét trong vin phong
tai mot thoi diém.

Bai toan c6 thé dudc giai bing cach mo hinh héa tinh hudng sao cho mdi
nhan vién dudc gan hai su kién tuong tng véi thoi diém dén va rdi di cia ho.
Sau khi sdp xép céac su kién, ta duyét qua ching va theo d6i s ngudi trong
van phong. Vi du, bang

ngudi thoi diém dén thoi diém di

John 10 15
Maria 6 12
Peter 14 16
Lisa 5 13
tuong ung véi cac su kién sau:
John
Maria
Peter S
Lisa

Ta duyét céc su kién tir trai sang phai va duy tri mot bo dém. Mai khi mot
ngudi dén, ta ting gia tri bo dém lén méot, va khi mot ngudi roi di, ta gidm
gia tri bo dém di mot. Dap 4n ctia bai toan 1a gia tri 16n nhat ctia bo dém
trong thuat toan.
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Trong vi du, cac su kién dude xit Iy nhu sau:

om 11—
o
Peter ll lll“_‘_?
R
— I
1 2 3 21 2 10

Céc ky hiéu + va — cho biét gia tri ctia bo dém tang hay gidm, va gi4 tri ca
b6 dém dudc hién thi bén dudi. Gia tri 16n nhat cta bo dém 1a 3 gitta thoi
diém John dén va Maria roi di.

Thoi gian chay cta thuat toan 14 O(nlogn), vi viéc sdp xép céc su kién
mat thoi gian O(nlogn) va phan con lai ctia thuat todn méat thoi gian O(n).

30.1 Piém giao

Cho mot tap gom n doan thing, mdi doan hodc ndm ngang hoic thing ding,
xét bai toan dém téng s6 diém giao. Vi du, khi cic doan thing la

c6 ba diém giao:

RAt d& giai bai toan trong thoi gian O(n?), vi ta c6 thé duyét qua moi céip
doan théng c6 thé va kiém tra chiing c6 cit nhau hay khong. Tuy nhién, ta
c6 thé giai bai toan hiéu qua hon trong thai gian O(nlogn) bing thuat toan
dudng quét va mét cau tric dit liéu truy van doan.

Y tudng 1a xit 1y cac ddu mut ctia cac doan thing ti trai sang phai va tap
trung vao ba loai su kién:

(1) doan ngang bit dau
(2) doan ngang két thic
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(3) doan doc

Cac su kién sau tuong tng véi vi du:

Ta duyét cdc su kién ti trai sang phai va dung mét cau tric dit liéu duy
tri tap cdc toa do y ndi ¢6 mot doan ngang dang hoat dong. O su kién 1, ta
thém toa do y ctia doan vao tap, va 6 su kién 2, ta xé6a toa do y khéi tap.

Céc diém giao dudc tinh & su kién 3. Khi c6 mot doan doc gitta cac diém
Y1 va s, ta dém s6 doan ngang dang hoat dong c6 toa d6 y ndm gitta y; va v,
roi cong sb nay vao téng sb diém giao.

Dé luu toa do y ctia cac doan ngang, ta c6 thé dung cay Fenwick hodc cay
phan doan, c6 thé kém theo nén chi s6. Khi diing céc cau tric nhu vay, xt 1y
mdi su kién mat thoi gian O(logn), nén tong thoi gian chay ctia thuat toan
1a O(nlogn).

30.2 Bai toan cip gan nhit

Cho mét tap gdm n diém, bai toan tiép theo 1a tim hai diém c6 khoang céach
Euclid nhé nhat. Vi du, néu céc diém la

(@]
O O
(@)
(@] (@] (@]
O O O
(@) (@) O
(@]
ta can tim cac diém sau:
(@)
(@] (@]
o
O [ ] O
(@] (@] (@]
O O O
(@)

DPay 1a mot vi du khac vé bai to4n c6 thé dudc giai trong thoi gian O(n logn)
bing thuat toan duong quétll] Ta duyét cac diém tir trai sang phai va duy tri
mot gia tri d: khodng cach nho nhat giita hai diém da thay cho dén hién tai.

INgoai cach tiép can nay, ciing c6 mot thuat toan chia dé tri thai gian O(nlogn) [56]
chia c4c diém thanh hai tap va giai dé quy bai toan cho ca hai tap.
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O mbi diém, ta tim diém gin nhAt 6 bén trai. Néu khoang céch nhd hon d,
dé6 1a khoang cach nhé nhat méi va ta cap nhat gia tri cia d.

Néu diém hién tai la (z,y) va c6 mot diém & bén trai ndm trong khoang
céch nhé hon d, toa d6 x ctia diém dé phai nim gitta [z — d, z] va toa d0 y phai
nim gitta [y — d,y + d]. Do d6, chi cin xét cac diém nim trong cac khoang
nay, nho vay thuat toan hiéu qua.

Vi du, trong hinh sau, viing dude danh dau bing cac dudng dit nét chia
cac diém c6 thé ndm trong khoang cach d tit diém dang hoat dong:

]
a
O ,_H
o o L
oird
O | [ ] O
| |
o ,0 | o
| |
(@] (@] L (@]
O

Tinh hiéu qua ciia thuat todn dua trén su that ring ving nay luén chi
chita O(1) diém. Ta c6 thé duyét cac diém dé trong thai gian O(logn) bing
cach duy tri mot tap cac diém c6 toa do x ndm gifta [» — d, 7], theo thd tu
tidng dan cda toa do y.

D6 phiic tap thoi gian ctia thuat toan 1a O(nlogn), vi ta duyét qua n diém
va v6i mbi diém tim diém gin nhAt 6 bén trai trong thsi gian O(logn).

30.3 Bai toan bao 16i

Bao 16i (convex hull) 14 da giac 16i nhé nhét chida tét ca cac diém ctia mot
tap cho truéc. Tinh 16i nghia 1a doan thing néi bat ky hai dinh nao cta da
giadc déu ndm hoan toan bén trong da giic.

Vi du, vé6i cac diém

bao 16i 1a nhu sau:
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Thuit toan Andrew (Andrew’s algorithm) [3] cung cAp mot cach d&
dé xay dung bao 15i cho mét tap diém trong thai gian O(nlogn). Thuat toan
trude hét tim diém trai nhat va diém phai nhéat, rdi xay dung bao 16i thanh
hai phan: truéc hét 1a bao trén, sau d6 1a bao duéi. Hai phan nay tuong tu
nhau, nén ta cé6 thé tap trung vao viéc xay dung bao trén.

Trudc hét, ta sdp xép cac diém chi yéu theo toa do x va phu theo toa dd
y. Sau d6, ta duyét qua cac diém va thém ting diém vao bao. M&i khi thém
mot diém vao bao, ta bao ddm riing doan thing cudi cung trong bao khong
ré trai. Chiing ndo né con ré trai, ta lién tuc x6a diém ap chét khoi bao.

Céc hinh sau cho thay thuat toAn Andrew hoat dong nhu thé nao:

3 ; o ; @)m —

— ; — ; —_ : o o
®© | o o O =N . S, . L .
—_ / — ; — : : o
© | .o . O e o | . = .., . W, .
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distribution, 239 Hall’s theorem, [199

e 1ts Hamiltonian circuit
divisibility, [207] ’
dizis:)rl ;8’7 Hamiltonian path,
dynamic array, }Pllammu}g dlStafll;eé ?
dynamic programming, armonic sum,

dynamic segment tree, 271 i::ﬁg?

edge, heap,

edge list, Heron’s formula, 275

edit distance, hguristic, 1,90 .
Edmonds—Karp algorithm, [195] Hierholzer’s glgorlthm, [185]
equivalence, Huffman coding,

Euclid’s algorithm, identity matrix, [228
Euclid’s formula, 216 implication ,

Euclidean distagce, 283 in-order,
Euler tour technique, 176 inclusion-exclusion, [222

Euler:s theprem, 212 indegree, [117
Euler’s totient function, 211 independence, [238

gﬁgﬁzg Ci;,s}lll it independent set, [200]
expected \Iz)alue’z 238 index COI(Illpressmn,
’ input and output, 4
extended Euclid’s algorithm, infeger, B 1Y
factor, [207 intersection, [12]
factor,ial intersection point, 28§|

inverse matrix, [230]

Faulhaber’s formula, inversion,

Fenwick tree,

Fermat’s theorem, [212 iterator, 43

Fibonacci number, (14} [216) Kadane’s algorithm,
floating point number, Kirchhoff’s theorem, [233
flow, [19]] knapsack,

Floyd’s algorithm, [164 knight’s tour, [189
Floyd—Warshall algorithm, [137] Kosaraju’s algorithm, [166
Ford—Fulkerson algorithm, Kruskal’s algorithm, [150
Freivalds’ algoritm, 242 Kénig’s theorem, 200

functional graph,
Lagrange’s theorem, [215

geometric distribution, {240 Laplacean matrix, 234
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Las Vegas algorithm,
lazy propagation, 268

lazy segment tree, |268

leaf,

least common multiple,
Legendre’s conjecture, 209
Levenshtein distance,
lexicographical order, [254]

line segment intersection, [279

linear algorithm,
linear recurrence, 230

logarithm,
logarithmic algorithm,

logic,

longest increasing subsequence,

losing state, 245
lowest common ancestor, [175

macro, [9

Manhattan distance, 283
map, 42|

Markov chain, 240
matching, (198

matrix, 227

matrix multiplication, [228|

matrix power, 229
maximum flow, (191

maximum independent set,

maximum matching, (198
maximum query, 89
maximum spanning tree,
maximum subarray sum,
meet in the middle,
memoization, [73]

merge sort, 29|

mex function, [249

minimum cut,
minimum node cover, 200
minimum query, [89
minimum spanning tree, [149|
miseére game, [248§]

Mo’s algorithm, [265]

modular arithmetic, [6]
modular inverse, 213

Monte Carlo algorithm, 241
multinomial coefficient,
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natural logarithm,
nearest smaller elements,
negation, [13]

negative cycle, (133
neighbor,
next__permutation, [55]
nim game, 247

nim sum, 247

node, (115

node cover, 200

not operation, [103
NP-hard problem,
number theory, 207

or operation, |102
order statistic, 242
Ore’s theorem, (188
outdegree, (117

pair,

parent, [14]]

parenthesis expression, 221
Pascal’s triangle, 219

path,

path cover, 201

pattern matching, [253]
perfect matching, [199)
perfect number, 208

period,

permutation, 55|

persistent segment tree, [272]
Pick’s theorem, 282

point, [276]

polynomial algorithm,
polynomial hashing, [255
post-order,

pre-order,

predicate,

prefix, 253

prefix sum array,
Prim’s algorithm, [155|
prime, [207]

prime decomposition, 207
priority queue, [4§|
probability,
programming language,
Priifer code, 226



Pythagorean triple,

quadratic algorithm,

quantifier,
queen problem,
queue, 48|
quickselect,
quicksort,

random variable, [238|
random__shuffle, [43]
randomized algorithm,
range query, 89

regular graph,
remainder, [6]

reverse, @

root, [141]

rooted tree, 141

rotation, 253]

scaling algorithm, [195]

segment tree, [95], 267
set, (123 AT

set theory,

shoelace formula, [281]
shortest path,

sieve of Eratosthenes, [210
simple graph,

sliding window,

sliding window minimum,
sort, [32] 43|

sorting, [27]

spanning tree, [149] 233

sparse segment tree, [27]]
sparse table,

SPFA algorithm,
Sprague—Grundy theorem, [248
square matrix, [227]

square root algorithm, 261
stack,

string, [40] [253]
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string hashing, [255|

strongly connected component,
strongly connected graph,
subsequence, 253

subset,

substring, [253

subtree, (141

successor graph,

suffix,

sum query, [89

sweep line,

time complexity,
topological sorting, [157
transpose, 227

tree, [116} [141]

tree query, [17]]

tree traversal array, 172
trie, [254]

tuple, [33]

typedef,

twin prime, 209

two pointers method,
two-dimensional segment tree, 274

uniform distribution, 239

union, [12]

union-find structure, (153
universal set,

vector, [39] [227], 276]

Warnsdorf’s rule, [190]

weighted graph,
Wilson’s theorem, [216
winning state, [245]

xor operation, [103]

Z-algorithm, 258
Z-array, [258
Zeckendorf’s theorem, 216
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